
第4章　演習問題解答

4.1 (i)のみ示します．x > aと x < aと場合を分けて考えると

f(x) − f(a)
x− a

� 0

を得ます．ここで x −→ aとすると f ′(a) � 0が従います．

4.2 f(t) = cos tとすると，逐次に微分していくと

f (4k+1)(t) = − sin t, f (4k+2)(t) = − cos t

f (4k+3)(t) = sin t, f (4k+4)(t) = cos t

であることが分かります．これから t = 0を代入して

f (4k+1)(0) = 0, f (4k+2)(0) = −1, f (4k+3)(0) = 0, f (4k+4)(0) = 1

となります．このことから 0と tの間に cが存在して

cos t = 1 − 1
2!

t2 +
1
4!

t4 − 1
6!

t6 + · · · + f (k−1)(0)
(k − 1)!

+
f (k)(c)

k!

が成立します．sin tの場合と同様に∣∣∣∣f (k)(c)
k!

∣∣∣∣ � |t|k
k!

−→ 0 (k −→ +∞)

が成立しますから

cos t = 1 − 1
2!

t2 +
1
4!

t4 − 1
6!

t6 + − · · ·

を得ます．
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4.3 (1) 0と x(� π
2 )の間に cと c′が存在して

cosx = 1 − 1
2
x2 +

sin c

3!
x3

= 1 − 1
2
x2 +

1
4!

x4 − sin c′

5!
x5

が成立します．0 < c, c′ < x � π
2 から

sin c, sin c′ > 0

が分かりますから

1 − 1
2!

x2 < cosx < 1 − 1
2!

x2 +
1
4!

x4

を得ます．

(2) (1)と同様に Taylor の定理を用いると

log(1 + x) = x− x2

2
+

1
3
· 1
(1 + c)3

x3

= x− x2

2
+

1
3
x3 +

1
4
· 1
(1 + c)4

x4

を満たす c, c′が xと 1の間に存在します．ここで c, c′, x > 0から

x− x2

2
� log(1 + x) � x− x2

2
+

x3

3

が従います．
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4.4 (1) Taylorの定理を用いると

cosx = 1 − 1
2
x2 +

1
4!

x4 − sin c

5!
x5

を満たす cが xと 0の間に存在することが分かります．これから

1
x4

(1 − x2

2
− cosx) = − 1

4!
+

sin c

5!
x −→ − 1

4!

を得ます．ここで x −→ 0のとき c −→ 0から sin c −→ 0であること
を用いていることに注意しましょう．

(2) (1)と同様に Taylorの定理を用いると

log(1 + x) = x− x2

2
+

1
3
· 1
(1 + c)3

x3

を満たす cが 0と xの間に存在します．このことから

x− log(1 + x)
x2

=
1
2
− 1

(1 + c)3
x −→ 1

2

が従います．

(3) (1)および (2)と同様にもできますが，ここでは Taylor 展開を用
いて示します．すなわち

1
1 + x

= 1 − x + x2 − x3 + x4 − + · · · (|x| < 1)

log(1 + x) = x− 1
2
x2 +

1
3
x3 − 1

4
x4 + − · · · (|x| < 1)

が成立することを用います．すると

1
x
· 1
1 + x

− log(1 + x)
x2

=
1
x

(
1 − x + x2 − x3 + − · · · )
− 1

x2

(
x− 1

2
x2 +

1
3
x3 − 1

4
x4 + − · · ·

)

= −1
2

+
2
3
x− 3

4
x2 + · · · −→ −1

2

を得ます．
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4.5 確率変数X の 2次のモーメントは

E(X2) = E(X(X − 1)) + E(X)

=
+∞∑
k=0

µk

k!
e−µ + µ

=
+∞∑
k=2

µk−2

(k − 2)!
· µ2e−µ + µ

= µ2e−µ
+∞∑
�=0

µ�

 !
+ µ = µ2 + µ

と計算されます．このことからX の分散は

V (X) = E(X2) − E(X)2 = µ2 + µ− µ2 = µ

となります．

4.6  � kのとき

(
d

dt

)�

tk = k(k − 1)(k − 2) · · · (k −  + 1)tk−� =
k!

(k −  )!
tk−�

が成立します．他方(
d

dt

)m−1 1
(1 − t)

=
(m− 1)!
(1 − t)m

となります．これらの 2つの等式を用いて，

1
1 − t

=
+∞∑
k=0

tk

の両辺を tで (m− 1)回微分すると

(m− 1)!
(1 − t)m

=
+∞∑

k=m−1

k!
(k −m + 1)!

tk−m+1

=
+∞∑
n=0

(n + m− 1)!
n!

tn (n = k −m + 1と変数変換)

から
1

(1 − t)m
=

+∞∑
n=0

(n + m− 1)!
n!(m− 1)!

tn =
+∞∑
n=0

n+m−1Cnt
n

を得ます．
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4.7 (1) f ′(t) = − 1
t，f ′′(t) = 1

t2 > 0から f(t)は凸関数であることが分か
ります．

(2) f(t)が凸関数ですから

f(αx + βy) � αf(x) + βf(y)

が α, β � 0，α + β = 1を満たす αと β に対して成立します．これは

− log(αx + βy) � −α log x− β log y

すなわち

xαyβ � αx + βy

を意味します．

4.8 (1) f(t)を 2階微分すると

f ′(t) = ptp−1, f ′′(t) = p(p − 1)tp−2 > 0

から f(t)が凸関数であることがわかります。
(2) (1)から

f(αx + βy) � αf(x) + βf(y)

が従います。これは

(αx + βy)p � αxp + βyp

を意味します。

4.9 省略．

4.10 f(t) = − log tは凸関数ですからジェンゼンの不等式は

− log
(

x1 + x2 + · · · + xn

n

)
� − 1

n
log x1 − 1

n
log x2 − · · · − 1

n
log xn

となります．これは

(x1x2 · · ·xn)
1
n � x1 + · · · + xn

n

を意味します．
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