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【1章演習問題の解答例】
【演習 1解答例】
(1) A= 0.4̇5̇とおく

100A=45.4545 · · ·
−) A= 0.4545 · · ·

99A=45

A =
45

99
=

5

11
　 0.4̇5̇ =

5

11
· · ·（答）

(2)
19

37
= 0.513513513 · · ·

= 0.5̇1̇3̇

であるから小数第 28位は 28÷ 3 = 9　余り 1

より 513の繰り返しの最初の数となる．
(答）5

【演習 2解答例】
【解説】
「背理法」
ある命題を証明するとき，「その命題が成り立たないと仮定すると矛盾が生じ
る．従ってその命題は成り立たなければならない．」という論法である．
【証明】
√
2が無理数でないと仮定すると，

√
2は有理数であるから

√
2 =

p

q
(pと qは互いに素な自然数) · · · 1⃝

とおける． 1⃝より
√
2q = p

2q2 = p2 · · · 2⃝

2q2 は 2の倍数なので p2は 2の倍数
よって pは 2の倍数 · · · 3⃝
p = 2rとおけて 2⃝へ代入すると
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2q2 = 4r2

q2 = 2r2

2r2は 2の倍数なので q2は 2の倍数
よって qは 2の倍数 · · · 4⃝
3⃝, 4⃝は pと qが互いに素な自然数であることに矛盾する．
よって

√
2は無理数である．

【演習 3解答例】
108 = 22 · 33 · · · 1⃝
108の正の約数は 2p · 3q

p = 0, 1, 2
q = 0, 1, 2, 3

とかけるので，その総数は 3× 4 = 12個 · · ·（答）
108の正の約数は，

(20 + 21 + 22)(30 + 31 + 32 + 33)

を展開したときの項として得られる．
よって総和は，

(1 + 2 + 4)(1 + 3 + 9 + 27) = 7× 40 = 280 · · ·（答）

108の偶数の約数は 2p · 3q
p = 1, 2
q = 0, 1, 2, 3

とかけるので，その総数は 2× 4 = 8個 · · ·（答）

【演習 4解答例】
2つの自然数を A，B
最大公約数を G，最小公倍数を Lとおくと A = aG

B = bG (a, bは互いに素な自然数)
L = abG
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とおける．よって A = 28a · · · 1⃝
B = 28b · · · 2⃝
a, bは互いに素な自然数 · · · 3⃝

題意より
1260 = 28ab

ab = 45 · · · 4⃝
3⃝より

a 1 5 9 45
b 45 9 5 1

A = 28a 28 140 252 1260
B = 28b 1260 252 140 28

よって 2つの自然数は 28と 1260，140と 252· · · (答)

【演習 5解答例】
(1) x2 − 8y2 + 2xy + x+ 16y − 6

= x2 + (2y + 1)x− 2(4y2 − 8y + 3)

= x2 + (2y + 1)x− 2(2y − 1)(2y − 3)

= {x+ 2(2y − 1)}{x− (2y − 3)}
= (x+ 4y − 2)(x− 2y + 3) · · · (答)

1 2(2y − 1) −→ 4y − 2

1 ����HHHH −(2y − 3) −→ −2y + 3

2y + 1

(2) a(b2 − c2) + b(c2 − a2) + c(a2 − b2)

= (c− b)a2 − (c2 − b2)a+ bc(c− b)

= (c− b){a2 − (c+ b)a+ bc}
= (c− b)(a− b)(a− c)

= (a− b)(b− c)(c− a) · · · (答)
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【演習 6解答例】
2進法における 1桁の足し算は 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 10で
あり，引き算は 0− 0 = 0, 1− 0 = 1, 1− 1 = 0, 10− 1 = 1である．

(1) 110(2)

+) 11(2)

1001(2)

(2) 11011(2)

+) 111(2)

100010(2)

(3) 10100(2)

−) 1101(2)

111(2)

(4) 1101(2)

×) 101(2)

1101　
1101　　
1000001(2)

【演習 7解答例】
(1) 2.375 = 2 + 0.375

= 2 + 0.25 + 0.125

= 1 · 21 + 0 · 20 + 0 · 2−1 + 1 · 2−2 + 1 · 2−3

= 10.011(2) · · · (答)

(2) 2進法の小数では 2−1, 2−2, 2−3, · · · すなわち
1

2
,
1

4
,
1

8
, · · · で位どりされるので

0.5 + 0.25 + 0.125 · · ·
の和として，10進数を表すことになり，無限小数となることがある．

【演習 8解答例】
100から 200までの整数のうち，2の倍数の集合を A，3の倍数の集合を B

とおくと，6の倍数の集合は A ∩B であり
A = {100, 102, · · · , 200} = {2× 50, 2× 51, · · · , 2× 100}
B = {102, 105, · · · , 198} = {3× 34, 3× 35, · · · , 3× 66}
A ∩B = {102, 108, · · · , 198} = {6× 17, 6× 18, · · · , 6× 33}
|A| = 51, |B| = 33, |A ∩B| = 17
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よって

|A ∪B| = 51 + 33− 17 = 67(個) · · · (答)

100 + 102 + · · ·+ 200︸ ︷︷ ︸
51 個

= 51×(100+200)
2 = 7650

102 + 105 + · · ·+ 198︸ ︷︷ ︸
33 個

= 33×(102+198)
2 = 4950

102 + 108 + · · ·+ 198︸ ︷︷ ︸
17 個

= 17×(102+198)
2 = 2550

よって，総和は 7650+4950-2550=10050· · · (答)

【演習 9解答例】
(1) an = a+ (n− 1)d · · · 1⃝
とおくと
a10 = a+ 9d = 23 · · · 2⃝
a20 = a+ 19d = −7 · · · 3⃝
3⃝− 2⃝より

10d = −30

d = −3

1⃝より a = 23 + 27 = 50

an = 50 + (n− 1)× (−3)

an = −3n+ 53 · · · (答)

(2) Sn =
n{2× 50 + (n− 1)× (−3)}

2
=

n(103− 3n)

2
· · · (答)

(3) 初項から第 n項までの和 Snが最大となるのは
an > 0となる正の項をすべて加えたときである．

an = −3n+ 53 > 0

n <
53

3
≒ 17.6

よって初項から第 17項までの和が最大となる．
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S17 =
17× (103− 51)

2
=

17× 52

2
= 442 · · · (答)

【演習 10解答例】
(1) 初項 1，公差 1の等差数列だから

an = 1 + (n− 1)× 1

よって

an = n

Sn =
n{2 + (n− 1)× 1}

2
=

n(n+ 1)

2

(2) 初項 1，公差 2の等差数列だから

an = 1 + (n− 1)× 2

an = 2n− 1

Sn =
n{2 + (n− 1)× 2}

2
=

n× 2n

n
= n2

(3) 初項 1，公比 1
2の等比数列だから

an = 1 ·
(
1

2

)n−1

an =

(
1

2

)n−1

Sn =
1
{
1−

(
1
2

)n}
1− 1

2

= 2

{
1−

(
1

2

)n}
(4) 初項 2，公比− 2の等比数列だから

an = 2 · (−2)n−1

Sn =
2{1− (−2)n}

1− (−2)
=

2{1− (−2)n}
3
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【演習 11解答例】

(1)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n

初項 1，公差 1の等差数列の和だから
n∑

k=1

k =
n{2 + (n− 1)× 1}

2
=

n(n+ 1)

2

(2) 恒等式 (k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1 · · · 1⃝
に k = n, n− 1, · · · , 2, 1と代入すると

(n+ 1)3 − n3 = 3 · n2 + 3 · n + 1
n3 −(n− 1)3 = 3(n− 1)2 + 3(n− 1) + 1
...　 ...　 ...　 ...　 ...　

+) 23 − 13 = 3 · 12 + 3 · 1 + 1

(n+ 1)3 − 1 = 3

n∑
k=1

k2 + 3

n∑
k=1

k +

n∑
k=1

1

3

n∑
k=1

k2 = (n+ 1)3 − 1− 3× n(n+ 1)

2
− n

= (n+ 1)3 − 3

2
n(n+ 1)− (n+ 1)

=
(n+ 1)

2
× {2(n+ 1)2 − 3n− 2}

=
(n+ 1)

2
× (2n2 + n)

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

2

よって　
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

【演習 12解答例】
(1) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1)

=

n∑
k=1

k(k + 1)
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=

n∑
k=1

(k2 + k) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)

2

=
n(n+ 1)

6
× {(2n+ 1) + 3} =

n(n+ 1)(2n+ 4)

6

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

(2) 1 · n+ 2 · (n− 1) + 3 · (n− 2) + · · ·+ n · 1

=

n∑
k=1

k · (n− k + 1) =

n∑
k=1

{(n+ 1)k − k2}

= (n+ 1)

n∑
k=1

k −
n∑

k=1

k2

= (n+ 1)× n(n+ 1)

2
− n(n+ 1)(2n+ 1)

6

=
n(n+ 1)

6
× {3(n+ 1)− (2n+ 1)}

=
n(n+ 1)

6
× (n+ 2)

=
n(n+ 1)(n+ 2)

6

【演習 13解答例】
(1) nCk =

n!

k!(n− k)!

nCn−k =
n!

(n− k)!{n− (n− k)}!
=

n!

(n− k)!k!

よって nCk = nCn−k

【別解】
n個の異なるものから r個とる組合せは，
n個の異なるものから n−r個残す組合せと，一対一に対応するからである．
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(2) nCk =
n!

k!(n− k)!

n−1Ck−1 + n−1Ck =
(n− 1)!

(k − 1)!{(n− 1)− (k − 1)}!
+

(n− 1)!

k!{(n− 1)− k}!

=
(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
+

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!

=
(n− 1)!× k

(k − 1)!(n− k)!× k
+

(n− 1)!× (n− k)

k!(n− k − 1)!× (n− k)

=
k(n− 1)!

k!(n− k)
+

(n− k)(n− 1)!

k!(n− k)

=
n!

k!(n− k)!

よって nCk = n−1Ck−1 + n−1Ck

【別解】
n個の異なるものから r個とり出す組合せは，
特定の 1つ例えば Aを選び，残り n− 1個から k個選ぶとり出し方と，
Aを選ばないで，残り n− 1個から k個とり出す選び方の和に等しいから
である．

【演習 14解答例】
(1) (x− 3y)10 を展開したときの一般項は

10Crx
r(−3y)10−r · · · 1⃝

x7y3の項は r = 7として
10C7x

7(−3y)3 = (−3)3 × 10C3x
7y3

= −27× 120x7y3

= −3240x7y3

（答）−3240

(2) (x+ y + z)8 を展開したときの一般項は
p+ q + r = 8として

8!

p!q!r!
xpyqzr · · · 1⃝
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xy4z3の項は p = 1, q = 4, r = 3として
8!

1!4!3!
= 280

（答）280

【演習 15解答例】
n× nの魔法陣の定和は，
(1 + 2 + 3 + · · ·+ n2)÷ n

=

n2∑
k=1

k ÷ n

=
n2(n2 + 1)

2
÷ n

=
n(n2 + 1)

2
である．
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【2章の演習問題の解答例】
【演習 1解答例】

(1) y = 2x2 − 12x+ 11

= 2(x2 − 6x) + 11

y = 2(x− 3)2 − 7

頂点 (3,−7)

軸の方程式　直線 x = 3

図 1

(2) y = −x2 + 2x+ 3

= −(x2 − 2x) + 3

y = −(x− 1)2 + 4

頂点 (1, 4)

軸の方程式　直線 x = 1
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図 2

【演習 2解答例】
求める 2次関数を y = ax2 + bx+ c · · · 1⃝とおく
A(1, 4),B(3, 2),C(−2,−8)を通るから

4 = a+ b+ c · · · 2⃝
2 = 9a+ 3b+ c · · · 3⃝

−8 = 4a− 2b+ c · · · 4⃝

3⃝- 2⃝より

−2 = 8a+ 2b

−1 = 4a+ b · · · 5⃝

3⃝- 4⃝より

10 = 5a+ 5b

2 = a+ b · · · 6⃝

5⃝- 6⃝より

−3 = 3a　　 a = −1

6⃝より b = 3

2⃝より c = 2

よって，求める 2次関数は y = −x2 + 3x+ 2 · · ·（答）
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【演習 3解答例】

図 3

図??より y = 2x2 − 3x+ 4のグラフを x軸方向に−2，y軸方向に 3平行移
動すればよい．x → x+ 2, y → y − 3と書きなおして
y − 3 = 2(x+ 2)2 − 3(x+ 2) + 4

y = 2x2 + 5x+ 9 · · ·（答）
【演習 4解答例】
y = ax2 + bx + cのグラフは y = ax2 のグラフを平行移動したものであるか
ら，この 2つの放物線は合同であり，y = ax2 のグラフと y = −ax2 のグラフ
は x軸に関して対称であるのでこの 2つの放物線も対称である．
よって y = x2のグラフと y = ax2(a > 0)のグラフが相似であることを示せば
よい．

y = x2 · · · 1⃝

y = ax2 · · · 2⃝
y = kx · · · 3⃝

とおく． 1⃝, 3⃝の原点以外の交点の座標 Pは
P
(
k, k2

)
· · · 4⃝

2⃝, 3⃝の原点以外の交点の座標 Qは

Q

(
k

a
,
k2

a

)
· · · 5⃝
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図 4

OP =
√

k2 + k4

OQ =

√(
k

a

)2

+

(
k2

a

)2

=

√
k2 + k4

a2

=
1

|a|
√
k2 + k4

=
1

a

√
k2 + k4　 (∵ a > 0)

よって
OQ

OP
=

1

a

よって y = ax2 のグラフは原点を中心として y = x2 のグラフを 1

a
倍に拡大し

たグラフである．以上によりすべての放物線は相似である．
【演習 5解答例】
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a2x = 3より (ax)2 = 3　 ax > 0より
ax =

√
3

a−x =
1

ax
=

1√
3
=

√
3

3

x3x = (ax)3 = 3
√
3

a−3x =
1

a3x
=

1

3
√
3
=

√
3

9

よって　a3x − a−3x

ax + a−x
=

3
√
3−

√
3

9
√
3 +

√
3

3

=

26

9

√
3

4

3

√
3

=
13

6
· · · (答)

【演習 6解答例】
(1)log10 6 = log10(2× 3) = log10 2 + log10 3 = a+ b

(2) log10 9 = log10 3
2 = 2 log10 3 = 2b

(3) log10 5 = log10
10

2
= log10 10− log10 2 = 1− log10 2 = 1− a

(4) log3 16 =
log10 16

log10 3
=

log10 2
4

log10 3
=

4 log10 2

log10 3
=

4a

b

【演習 7解答例】{
0 ≤ x ≤ 3 · · · 1⃝
y = 4x+1 − 2x+5 + 32 · · · 2⃝

2⃝より
y = 4 · 4x − 32 · 2x + 32

= 4 · (2x)2 − 32 · 2x + 32

2x = tとおくと 1⃝, 2⃝より{
1 ≤ t ≤ 8 · · · 3⃝
y = 4t2 − 32t+ 32 · · · 4⃝

4⃝より

y = 4(t− 4)2 − 32

3⃝の範囲で 4⃝のグラフは図??のようになり
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図 5

グラフより{
t = 4のとき最小値− 32
t = 8のとき最大値 32

t = 2x = 4より x = 2

t = 2x = 8より x = 3
最小値− 32 (x = 2のとき)

最大値 32 (x = 3のとき)
　 · · · (答)

【演習 8解答例】

(1) A = 337 とおく
log10 A = log10 3

37 = 37 log10 3 = 37× 0.4771 = 17.6527

17 ≤ log10 3
37 < 18

1017 ≤ 337 < 1018

よって 337 は 18桁の数である．

(2) log10 A = 17.6527より A = 1017.6527

よって 337 = 1017.6527 = 100.6527 · 1017 · · · 1⃝
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ここで

log10 4 = 2 log10 2 = 2× 0.3010 = 0.6020

log10 5 = log10
10

2
= 1− log10 2 = 1− 0.3010 = 0.6990

よって

0.6020 < 0.6527 < 0.6990より

100.6020 < 100.6527 < 100.6990

4 < 100.6527 < 5 · · · 2⃝

1⃝，2⃝より 337の最高位の数字は 4である．

(3) 30 = 1 → 1

31 = 3 → 3

32 = 9 → 9

33 = 27 → 7

34 = 81 → 1

35 = 243 → 3であり
337 = (34)9 · 3
34の 1の位の数は 1だから
337の 1の位の数字は 3である．

(4) A =

(
2

3

)50

とおく

log10 A = log10

(
2

3

)50

= 50(log10 2− log10 3) = 50× (0.3010− 0.4771)

= 50× (−0.1761)

= −8.805 よって

−9 < log10 A < −8

−9 < log10

(
2

3

)50

< −8
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10−9 <

(
2

3

)50

< 10−8

より
(
2

3

)50

は小数第 9位で初めて 0でない数が現れる．

【演習 9解答例】
A市の人口を Tとおくと，n年後の人口は (1.08)nT

よって人口が 2倍を超えるのは，

(1.08)nT > 2T

∴ (1.08)n > 2 · · · 1⃝

を満たす最小の整数 nを求めればよい．
両辺に底 10の対数をとると

log10

(
108

100

)n

> log10 2

n(log10 108− 2) > log10 2

n(log10 2
2 · 33 − 2) > log10 2

n(2 log10 2 + 3 log10 3− 2) > log10 2

n× (2× 0.3010 + 3× 0.4771− 2) > 0.3010

0.0333n > 0.3010

n > 9.039

（答）10年後
【研究】電卓で 1.08を 10回たたいてみて下さい．
【演習 10解答例】 0◦ ≤ θ ≤ 180◦ · · · 1⃝

sin θ =
4

5
· · · 2⃝

cos2 θ = 1− sin2 θ = 1− 16

25
=

9

25

cos θ = ±3

5

cos θ =
3

5
のとき tan θ =

4

3
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cos θ = −3

5
のとき tan θ = −4

3
cos θ =

3

5

tan θ =
4

3

　または


cos θ = −3

5

tan θ = −4

3

· · · (答)

【演習 11解答例】{
0◦ ≤ θ ≤ 180◦ · · · 1⃝
2 cos2 θ + 3 sin θ − 3 = 0 · · · 2⃝

2⃝より
2(1− sin2 θ) + 3 sin θ − 3 = 0

2 sin2 θ − 3 sin θ + 1 = 0

(2 sin θ − 1)(sin θ − 1) = 0

sin θ =
1

2
, 1

1⃝より
θ = 30◦，90◦，150◦ · · · (答)

【演習 12解答例】{
y = −

√
3x+ 3 · · · 1⃝

y = x+ 2 · · · 2⃝

y = −
√
3xと y = xのなす角を求めればよい．

0◦ ≤ θ ≤ 90◦より
なす角は 75◦ · · · (答)

図 6
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【演習 13解答例】

(1)

 0◦ ≤ θ ≤ 180◦ · · · 1⃝

sin θ + cos θ =
1

2
· · · 2⃝

2⃝の両辺を 2乗して
(sin θ + cos θ)2 =

1

4

1 + 2 sin θ cos θ =
1

4

2 sin θ cos θ = −3

4

sin θ cos θ = −3

8
· · · (答)

(2) sin3 θ + cos3 θ = (sin θ + cos θ)(sin2 θ − sin θ cos θ + cos2 θ)

= (sin θ + cos θ)(1− sin θ cos θ)

=
1

2
×
(
1 +

3

8

)
=

11

16
· · · (答)

(3) A = sin θ − cos θとおく
A2 = (sin θ − cos θ)2

= 1− 2 sin θ cos θ

= 1 + 2× 3

8
=

7

4

1⃝の範囲で sin θ cos θ =
−3

8
< 0

だから sin θ > 0, cos θ < 0

よって sin θ − cos θ > 0

A =

√
7

4
=

√
7

2
　よって

sin θ − cos θ =

√
7

2
· · · (答)
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(4) sin θ + cos θ =
1

2

sin θ − cos θ =

√
7

2
より

sin θ =
1 +

√
7

4

cos θ =
1−

√
7

4

· · · (答)

【演習 14解答例】
△ABCにおいて
∠BAC = 45◦

AC

sin 75◦
=

100

sin 45◦
· · · 1⃝

△ACDにおいて
AD = AC× sin 45◦ · · · 2⃝
1⃝, 2⃝より
AD =

sin 75◦

sin 45◦
× 100× sin 45◦

= 100 sin 75◦

= 100×
√
6 +

√
2

4
= 25(

√
6 +

√
2)　 (m)

図 7
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【解説】
sin 75◦ = sin(45◦ + 30◦)

= sin 45◦ cos 30◦ + cos 45◦ sin 30◦

=

√
2

2
×

√
3

2
+

√
2

2
× 1

2√
6 +

√
2

4
を用いた．

【演習 15解答例】
図??は，点 Oを中心とする単位円である．円周上の点 A，Bを図のように定
める．

図 8

△OABに余弦定理を用いると

AB2 = OA2 +OB2 − 2OA ·OBcos(α− β) = 1+ 1− 2 · 1 · 1 · cos(α− β)

よって

AB2 = 2− 2 cos(α− β) · · · 1⃝

また，2点間の距離の公式を用いると

AB2 = (cosα− cosβ)2 + (sinα− sinβ)2

= (cos2 α− 2 cosα cosβ + cos2 β) + (sin2 α− 2 sinα sinβ + sin2 β)

= (cos2 α+ sin2 α) + (cos2 β + sin2 β)− 2 cosα cosβ − 2 sinα sinβ
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よって
AB2 = 2− 2(cosα cosβ + sinα sinβ) · · · 2⃝

1⃝, 2⃝より
cos(α− β)＝ cosα cosβ + sinα sinβ · · · (4)式

が成り立つ．
4⃝式で β → −β と書き換えると

cos(α+ β) = cosα cos(−β) + sinα sin(−β)

cos(−β) = cos β

sin(−β) = − sinβより
cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ · · · (3)式

が成り立つ．

(3)式で α →
π

2
− αで置き換えると

cos

{(
π

2
− α

)
+ β

}
= cos

(
π

2
− α

)
cosβ − sin

(
π

2
− α

)
sinβ · · · 3⃝

ここで

cos

{(
π

2
− α

)
+ β

}
= cos

{
π

2
− (α− β)

}
= sin(α− β)

cos

(
π

2
− α

)
= sinα

sin

(
π

2
− α

)
＝ cosα　より

3⃝式は
sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ · · · (2)式

となる．
(2)式で β → −β と置き換えると
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sin(α+ β) = sin cos(−β) + cosα sin(−β)

cos(−β) = cos β

sin(−β) = − sinβ　より
sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ · · · (1)式

となる．

tan θ =
sin θ

cos θ
　, 加法定理 (1)式，(2)式より

tan(α+ β) =
sin(α+ β)

cos(α+ β)
=

sinα cosβ + cosα sinβ

cosα cosβ − sinα sinβ

分子，分母を cosα cosβ で割ると

tan(α+ β) =

sinα
cosα + sin β

cos β

1− sinα sin β
cosα cos β

=
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

よって

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
· · · (5)式

が成り立つ．
(5)式で β → −β と置き換えると

tan(α− β) =
tanα+ tan(−β)

1− tanα tan(−β)

tan(−β) = − tanβより

tan(α− β) =
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
· · · (6)式

が成り立つ．
以上により証明終了．
【演習 16解答例】

π

2
< α < π · · · 1⃝

sinα =
3

5
· · · 2⃝

1⃝, 2⃝よりαは図??のような角だから



25

図 9

cosα = −4

5
，tanα = −3

4

(1) sin 2α = 2 sinα cosα

= 2× 3

5
×
(
−4

5

)
= −24

25
· · · (答)

(2) cos 2α = 2 cos2 α− 1

= 2×
(
−4

5

)2

− 1 =
7

25
· · · (答)

(3) cos 2α = 2 cos2 α− 1

においてα → α

2
とすると

cosα = 2 cos2
α

2
− 1

cos2
α

2
=

1 + cosα

2
=

1 +

(
−4

5

)
2

=
1

10
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1⃝より
π

4
<

α

2
<

π

2

よって cos
α

2
> 0

cos
α

2
=

√
1

10
=

√
10

10
· · · (答)

(4) tan 2α =
sin 2α

cos 2α
=

−24

25
7

25

= −24

7
· · · (答)

【演習 17解答例】

(1) sin 3α = sin(2α+ α)

= sin 2α cosα+ cos 2α sinα

= 2 sinα cos2 α+ (1− 2 sin2 α) sinα

= 2 sinα(1− sin2 α) + (1− 2 sin2 α) sinα

= 3 sinα− 4 sin3 α · · · (答)

(2) sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

辺々を加えると
sin(α+ β) + sin(α− β) = 2 sinα cosβ · · · 1⃝{

α+ β = A
α− β = B

　とおくと

α =
A+B

2
, β =

A−B

2
　よって

sinA+ sinB = 2 sin
A+B

2
cos

A−B

2
· · · (答)
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【3章の演習解答の解答例】
【演習 1解答例】

(1) c⃗ = ka⃗+ ℓ⃗bより

　 (2, 18) = k(7,−2) + ℓ(3, 1) ⇐⇒

{
2 = 7k + 3ℓ · · · 1⃝
18 = −2k + ℓ · · · 2⃝

1⃝− 2⃝× 3より
−52 = 13k

k = −4, ℓ = 10

よって c⃗ = −4a⃗+ 10⃗b · · · (答)

(2) 図??より −→
AD =

−→
BCとなればよい．

図 10

−→
AD = (x+ 1, y − 2)
−→
BC = (2, 4) より{

x+ 1 = 2

y − 2 = 4

よって x = 1, y = 6

D(1, 6) · · · (答)

【演習 2解答例】

(1) |⃗a− b⃗|2 = (⃗a− b⃗) · (⃗a− b⃗)

= a⃗ · a⃗− a⃗ · b⃗− b⃗ · a⃗+ b⃗ · b⃗

= |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2

よって

|⃗a− b⃗|2 = |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2 · · · (答)

(2) 題意より 7 = 1− 2a⃗ · b⃗+ 9
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a⃗ · b⃗ = 3

2
· · · (答)

(3) a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos θより

cos θ =
3
2

1× 3
=

1

2
0◦ ≤ θ ≤ 180◦より
θ = 60◦ · · · (答)

【解説】
(1)の結果より
|⃗a− b⃗|2 = |⃗a|2 + |⃗b|2 − 2a⃗ · b⃗

= |⃗a|2 + |⃗b|2 − 2|⃗a|2 |⃗b|2 cos θ

図??より，この式は余弦定理そのものであることがわかる．

図 11

|⃗a|2 = a⃗ · a⃗は重要な公式で
|⃗a− 2⃗b|2 = |⃗a|2 + 4a⃗ · b⃗+ 4|⃗b|2

など多項式の展開と同様な公式が証明できる．
【演習 3解答例】

(1) a⃗ =
−→
OA = (a1, a2), b⃗ =

−→
OB = (b1, b2)



29

2点間の距離の公式より
AB2 =

{√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2

}2

= (a21 + a22) + (b21 + b22)− 2(a1b1 + a2b2) · · · 1⃝

△OABで余弦定理を用いて
|
−→
AB|2 =

(√
a21 + a22

)2
+
(√

b21 + b22

)2
− 2|⃗a||⃗b| cos θ

= (a21 + a22) + (b21 + b22)− 2a⃗ · b⃗ · · · 2⃝

1⃝, 2⃝より
−2a⃗ · b⃗ = −2(a1b1 + a2b2)

よって
　　a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2

図 12

(2) a⃗ = (1,
√
3), b⃗ = (

√
3, 1)より

cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
2
√
3√

4
√
4
=

√
3

2

0◦ ≤ θ ≤ 180◦より
θ = 30◦ · · · (答)
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【演習 4解答例】
a⃗ = (3, 4) · · · 1⃝
平行な単位ベクトル e⃗1は，同じ向きの単位ベクトルと逆向きの単位ベクトルが
あるから
|⃗a| = 5より

e⃗1 = ± 1

|⃗a|
a⃗ = ±1

5
(3, 4) =

(
±3

5
,±4

5

)
複号同順

垂直な単位ベクトル e⃗2 = (x, y) · · · 2⃝とおくと
a⃗ ⊥ e⃗2よりa⃗ · e⃗2 = 0よって

3x+ 4y = 0 · · · 3⃝

図 13

|e⃗2| = 1より
　 |e⃗2| =

√
x2 + y2 = 1

x2 + y2 = 1 · · · 4⃝

3⃝より y = −3

4
x　 4⃝へ代入

x2 +
9

16
x2 = 1

25

16
x2 = 1
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x2 =
16

25

x = ±4

5

x =
4

5
のとき 3⃝より y = −3

5

x = −4

5
のとき 3⃝より y =

3

5

e⃗2 =

(
±4

5
,∓3

5

)
複号同順

【演習 5解答例】
A =

(
2 −2
−1 1

)
, B =

(
x y
2 3

)

(1) AB =

(
2 −2
−1 1

)(
x y
2 3

)
=

(
2x− 4 2y − 6
−x+ 2 −y + 3

)
AB = Oより

2x− 4 = 0 · · · 1⃝
−x+ 2 = 0 · · · 2⃝
2y − 6 = 0 · · · 3⃝
−y + 3 = 0 · · · 4⃝

1⃝, 2⃝より x = 2

3⃝, 4⃝より y = 3

x = 2, y = 3 · · · (答)

(2) BA =

(
x y
2 3

)(
2 −2
−1 1

)
=

(
2x− y −2x+ y

1 −1

)
となり BA = Oとなる x, y は存在しない．· · · (答)

(3) 一般に行列の積では AB ̸= BAである．
A ̸= 0, B ̸= 0のとき，AB = 0となる行列 B は存在することがある．

【演習 6解答例】
A2 − (a+ d)A = A {A− (a+ d)E}

=

(
a b
c d

){(
a b
c d

)
− (a+ d)

(
1 0
0 1

)}
=

(
a b
c d

)(
−d b
c −a

)
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=

(
−ad+ bc 0

0 −ad+ bc

)
= −(ad− bc)E

よって A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = 0が成り立つ．
【演習 7解答例】
ケーリー・ハミルトンの定理
A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = 0において

(
1 −1
1 0

)
· · · 1⃝

a+ d = 1, ad− bc = 1より

A2 −A+ E = 0

よって

A2 = A− E · · · 1⃝の両辺に Aをかけて

A3 = A2 −A

A4 = A3 −A

A5 = A4 −A3

A6 = A5 −A4

辺々を加えて

A6 = E

よって A6 =

(
1 0
0 1

)
【演習 8解答例】
A =

(
6 3
−2 −1

)
· · · 1⃝

ケーリー・ハミルトンの定理より
A2 − 5A+OE = O

A2 = 5A · · · 2⃝
2⃝の両辺に An−1(n ≥ 2)をかけて
An+1 = 5An · · · 3⃝
これは n = 1のときも成り立つ．
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(1) An = 5An−1

= 52An−2

= 5n−1A

An = 5n−1

(
6 3
−2 −1

)
=

(
6 · 5n−1 3 · 5n−1

−2 · 5n−1 −5n−1

)
· · · (答)

(2) A+A2 + · · ·+An

= A+ 5A+ · · ·+ 5n−1A

= (1 + 5 + · · ·+ 5n−1)A

=
5n − 1

5− 1
A

=
5n−1

4

(
6 3
−2 −1

)
=

 3

2
(5n−1)

3

4
(5n−1)

−1

2
(5n−1) −1

4
(5n−1)

 · · · (答)

【演習 9解答例】
A =

(
3 1
−2 0

)
, P =

(
1 −1
−2 1

)
(1) △ = 1− 2 = −1 ̸= 0より P−1 が存在し

P−1 =
1

−1
=

(
1 1
2 1

)
=

(
−1 −1
−2 −1

)

(2) B = P−1AP =

(
−1 −1
−2 −1

)(
3 1
−2 0

)(
1 −1
−2 1

)

　　　　　 =

(
−1 −1
−4 −2

)(
1 −1
−2 1

)
=

(
1 0
0 2

)

(3) B =

(
1 0
0 2

)
より

B2 =

(
1 0
0 2

)(
1 0
0 2

)
=

(
1 0
0 4

)

B3 =

(
1 0
0 4

)(
1 0
0 4

)
=

(
1 0
0 8

)
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より Bn =

(
1 0
0 2n

)
(注)厳密には数学的帰納法で証明する．

(4) B = P−1AP より
Bn = (P−1AP )n = (P−1AP )(P−1AP ) · · · (P−1AP )

= P−1AnP

Bn = P−1AnP の両辺に左から P，右から P−1をかけると
PBnP−1 = An

An = PBnP−1

=

(
1 −1
−2 1

)(
1 0
0 2n

)(
−1 −1
−2 −1

)

=

(
−1 + 2n+1 −1 + 2n

2− 2n+1 2− 2n

)
· · · (答)

【演習 10解答例】
雨粒は無風状態であれば地面に対して垂直に約 5m/sで落下している．この速
度ベクトルを−→v 地→雨で表す．このベクトルの大きさは 5であり，地面に向かっ
て垂直下向きである．
次に，我々が車に乗って時速 36km/hで水平に走っているとき，車は地面に

水平に秒速 10m/sで移動する．この速度ベクトルを−→v 地→車で表す．このベク
トルの大きさは 10で，向きは地面に平行である．
さて，車から雨を見れば，そのベクトルは
−→v 車→雨=−→v 車→地 +−→v 地→雨 = −−→v 地→車 +−→v 地→雨 = −→v 地→雨 −−→v 地→車

であり，図 ??のように雨粒が斜めに見える．
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図 14

一般に，静止している座標系に対し−→v a で動く点 Aを基準に，−→v b で動く点
Bの運動を見るとき，その相対速度 −→v a→b は

−→v a→b =
−→v b −−→v a

で与えられる．
【演習 11解答例】
交差点に向かって，図 ??のように 2台の車 (A, B)が等速で直進してくる場

合，Aから見た Bの位置は，ほとんど変化しない．人間の目は，動いているも
のの認識はしやすいが，停止しているものへの認識はしにくいという特性があ
る．また，正面に近い中心視野には注意が向きやすいが，その周りの周辺視野
では把握する情報に注意が向きにくいという特性もある．このような要因が重
なり，見えてはいるがそれに注意が向かないという現象が起こるのである．こ
のような錯視があるということを十分に認識し，注意されたい．
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図 15

【演習 12解答例】
例えば，図??は高速道路交通網の例であるが，インターチェンジあるいはジャ

ンクションを頂点に道路を辺に対応させればグラフの言葉で問題を定式化でき
る．鉄道網であれば，駅が頂点，線路が辺となる．
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図 16 高規格幹線道路網図（国土交通省道路局
http://www.mlit.go.jp/road/sisaku/dorogyousei/0.pdf）

【演習 13解答例】
グラフを図示するとき，辺に矢印を付けるのが有向グラフ，矢印がないのが

無向グラフである．有向グラフでは，頂点 uから vに向かう辺 (u, v)と，vか
ら uに向かう辺 (v, u)は別の辺である．一方だけが存在することもあり得る．
両方が存在する場合でも，その属性がおなじである必要がない．無向グラフの
場合は，辺 (u, v)と (v, u)は同じものである．
　従って，無向グラフの記述を有向グラフに書き直すには，図示したグラフの
辺に矢印をつけ，それに対応して，ある頂点 u，vに対する辺 (u, v)と (v, u)の
うちの矢印に対応するもののみを選択する．
【演習 14解答例】
例えば，図??の有向グラフの隣接行列は，図??となる．
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図 17 有向グラフの例 図 18 図??の隣接行列

一方，向きを反転した有向グラフは図??となり，その隣接行列は図??となる．

図 19 向きを反転したグラフ 図 20 図??の隣接行列

2つの隣接行列を比較する．最初の有向グラフの隣接行列をA，その要素を (i, j)

とすると，向きを変えた有向グラフの隣接行列は， Aの (i, j) 要素と (j, i)要
素を入れ替えた Aの転置行列（transposed matrix）AT となっていることが
わかる．転置行列は，行列 Aに対してその対角線で要素を折り返した行列のこ
とである．すなわち，有向グラフの向きを変えたグラフの隣接行列は，もとの
行列の転置行列となる．
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【4章演習問題の解答】
【1】
※ [ ]内は便宜上のもので数学的には正しい記法ではない．

(1) lim
x→6

√
x+ 3 =

√
6 + 3 = 3

(2) lim
x→0

1

x2
=
[ 1

+0

]
= ∞

(3) lim
x→1

x2 + 3x− 4

x2 + x− 2
= lim

x→1

(x+ 4)(x− 1)

(x+ 2)(x− 1)
= lim

x→1

x+ 4

x+ 2
=

1 + 4

1 + 2
=

5

3

(4) lim
x→0

√
1− x− 1

x
= lim

x→0

(
√
1− x− 1)(

√
1− x+ 1)

x(
√
1− x+ 1)

= lim
x→0

(1− x)− 1

x(
√
1− x+ 1)

= lim
x→0

−1√
1− x+ 1

=
−1√

1− 0 + 1
= −1

2

(5) lim
x→2−0

1

(x− 2)3
=
[ 1

{(2− 0)− 2}3
=

1

−0

]
= −∞

(6) lim
x→∞

3x2 + 5

x− 4
= lim

x→∞

3x+ 5/x

1− 4/x
= ∞

【2】
(1) y′ = 3 ·

{
− (2x+ 1)′

(2x+ 1)2

}
= − 6

(2x+ 1)2

(2) u = −x+ 2とおくと y =
√
u3 となるから，dy

du
=

3

2

√
u,

du

dx
= −1

∴ dy

dx
=

dy

du

du

dx
=

3

2

√
u · (−1) = −3

2

√
−x+ 2

(3) 積の微分公式によって

y′ = x′ log x+ x(log x)′ = 1 · log x+ x
1

x
= log x+ 1

(4) y′ =
1′ sinx− 1 · (sinx)′

sin2 x
= − cosx

sin2 x

(5) t = x− π

6
とおくと y = cos t，よって dy

dt
= − sin t， dt

dx
= 1

∴ y′ =
dy

dt

dt

dx
= (− sin t) · 1 = − sin

(
x− π

6

)
(6) t = − 1

x
とおくと y = et．よって dy

dt
= et， dt

dx
= x−2 =

1

x2
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∴ y′ =
dy

dt

dt

dx
= et · 1

x2
=

1

x2
e−

1
x

【3】
(1) y = x3 − 3x + 1を微分して y′ = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1)．y′ = 0は
x = −1, 1のときで，増減表は

x · · · −1 · · · 1 · · ·
y′ + 0 − 0 +

y ↗ 3 ↘ −1 ↗

よって，グラフは

図 21

(2) y =
2x2 + x+ 2

x2 + 1
= 2 +

x

x2 + 1
を微分して

y′ =
1 · (x2 + 1)− x · 2x

(x2 + 1)2
=

−x2 + 1

(x2 + 1)2
= − (x− 1)(x+ 1)

(x2 + 1)2

y′ = 0は x = −1, 1のときで，増減表は
また lim

x→∞
y = lim

x→∞

(
2 +

x

x2 + 1

)
= 2， lim

x→−∞
y = lim

x→−∞

(
2 +

x

x2 + 1

)
= 2

より，グラフは
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x · · · −1 · · · 1 · · ·
y′ − 0 + 0 −

y ↘ 3

2
↗ 5

2
↘

図 22

【4】
(1) t = x+ 2とおくと，x = t− 2．tで微分すると dx

dt
= 1．∫

3
√

(x+ 2)2dx =

∫
t
2
3 dt =

1
2
3 + 1

t
2
3+1 + C =

3

5
3
√

(x+ 2)5 + C

(2) t = ax− bとおくと，x =
t+ b

a
．tで微分して dx

dt
=

1

a
．∫

(ax− b)3dx =

∫
t3
1

a
dt =

1

4a
t4 + C =

(ax− b)4

4a
+ C

(3) t = 2x2 + 1とおくと，x2 =
t− 1

2
．tで微分して 2x

dx

dt
=

1

2

∴ xdx =
1

4
dt．∫

x√
2x2 + 1

dx =

∫
1

4
√
t
dt =

1

4

1

− 1
2 + 1

t−
1
2+1 + C =

1

2

√
2x2 + 1 + C
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(4) tanx =
sinx

cosx
だから，∫

tanxdx =

∫
sinx

cosx
dx =

∫
−(cosx)′

cosx
dx = − log | cosx|+ C

(5) ∫
(2x+ 1) cosxdx = (2x+ 1) sinx−

∫
(2x+ 1)′ sinxdx

= (2x+ 1) sinx−
∫

2 sinxdx = (2x+ 1) sinx+ 2 cosx+ C

(6) ∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx

ここで cosx = tとおくと，− sinxdx = dtで，∫
sinx

1− cos2 x
dx =

∫
−dt

1− t2
=

∫
1

2

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

=
1

2
(log |t− 1| − log |t+ 1|) + C =

1

2
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C

=
1

2
log

∣∣∣∣cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
log

1− cosx

1 + cosx
+ C

【5】
(1)

∫ 3

0

3x2dx =
[
x3
]3
0
= 33 − 03 = 27

(2)
∫ π

4

0

sinxdx =
[
− cosx

]π
4

0
= − cos

π

4
+ cos 0 = − 1√

2
+ 1 =

2−
√
2

2

(3) t = x+1とおくと x = 0のとき t = 1，x = 1のとき t = 2となり，dt

dx
= 1

つまり dx = dtであるから∫ 1

0

(x+2)
√
x+ 1dx =

∫ 2

1

(t+1)
√
tdt =

∫ 2

1

(t
3
2 + t

1
2 )dt =

[2
5
t
5
2 +

2

3
t
3
2

]2
1

=
2

5
2

5
2 +

2

3
2

3
2 − 2

5
− 2

3
=

2

5
· 4

√
2 +

2

3
· 2
√
2− 16

15
=

44
√
2− 16

15
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(4) x = tan θ とおくと x = 0 のとき θ = 0，x = 1 のとき θ =
π

4
となり，

dx

dθ
=

1

cos2 x
つまり dx =

dθ

cos2 θ
であるから

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· dθ

cos2 θ
=

∫ π
4

0

1

cos2 θ + tan2 θ · cos2 θ
dθ

=

∫ π
4

0

1

cos2 θ + sin2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
[
θ
]π

4

0
=

π

4

(5)
[
xex
]1
0
−
∫ 1

0

1 · exdx = e−
[
ex
]1
0
= 1

(6) ∫ β

α

(x− α)(x− β)dx =

∫ β

α

(x− α){(x− α)− (β − α)}dx

=

∫ β

α

{(x−α)2 − (β−α)(x−α)}dx =
[1
3
(x−α)3 − (β − α)

2
(x−α)2

]β
α

=
1

3
(β − α)3 − 1

2
(β − α)3 = −1

6
(β − α)3

【6】
(1) x2 − 4x+ 3 = 0を解いて，x = 1，x = 3において x軸と交わり，図??に
示すように 1 ≤ x ≤ 3では y < 0となるから，面積 S は

S = −
∫ 3

1

(x2 − 4x+ 3)dx = −
[
x3

3
− 2x2 + 3x

]3
1

=
4

3

(2) y = x(x+ 1)(x− 2)と因数分解され，この曲線は x軸と x = 0,−1, 2の 3
点で交わる．−1 ≤ x ≤ 0で y ≥ 0，0 ≤ x ≤ 2で y ≤ 0だから求める面積 S

は，

S =

∫ 0

−1

(x3 − x2 − 2x)dx+

∫ 2

0

−(x3 − x2 − 2x)dx

=

[
x4

4
− 1

3
x3 − x2

]0
−1

+

[
−x4

4
+

1

3
x3 + x2

]2
0

=
37

12
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図 23

図 24

(3) 楕円と x軸との交点は，y = 0として，x = −a, a．この楕円は x軸，y軸
に関して対象であるから，求める面積 S は楕円の第一象限の部分と x軸と y軸
とで囲まれた部分の面積を 4倍して求められる．楕円の x > 0, y > 0の部分

は，式を変形して y = b

√
1−

(x
a

)2
だから，

S = 4

∫ a

0

b

√
1−

(x
a

)2
dx

ここで x

a
= tとおくと x = 0は t = 0，x = aは t = 1，1

a
dx = dtだから，
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S = 4

∫ 1

0

b
√
1− t2 · adt = 4ab

∫ 1

0

√
1− t2dt

ここで
∫ 1

0

√
1− t2dt は半径 1 の四分円の面積を表し，その値は π

4
である．

よって S = abπ

図 25

【7】 x+
√
1 + x2 を xで微分すると，(

x+ (1 + x2)
1
2

)′
= 1+

1

2
(1+x2)−

1
2 · 2x = 1+

x√
1 + x2

=

√
1 + x2 + x√
1 + x2

よって，x+
√
1 + x2 = tの両辺をそれぞれ微分して

√
1 + x2 + x√
1 + x2

dx = dt

これを変形して， t√
1 + x2

dx = dt． ∴ 1√
1 + x2

dx =
1

t
dt．

∫
1√

1 + x2
dx =

∫
1

t
dt = log |t|+ C = log

∣∣∣x+
√

1 + x2
∣∣∣+ C

【8】与えられた式は長径 a，短径 bの楕円であり，グラフは図??である．y軸

まわりに回転した回転体の体積は V = π

∫ b

−b

x2dy で計算されるから，与えら
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れた式を

x2 = a2
(
1− y2

b2

)
と変形して，上下の対称性を考慮して x = 0から bまでの定積分を計算し 2倍
すればよい．

V = 2 · π
∫ b

0

x2dy = 2π

∫ b

0

a2
(
1− y2

b2

)
dy = 2πa2

[
y− y3

3b2

]b
0
=

4

3
πa2b

図 26

【9】この円のうち，中心 (0,2)より上にある部分を y1 = 2+
√
1− x2，下部を

y2 = 2−
√
1− x2とおく．この円は半径 1だから，立体が存在する xの範囲は

−1 ≤ x ≤ 1である．求める体積 V は，y1と 2直線 x = −1, x = 1(0 ≤ y ≤ 2)

とで囲まれた図形を x軸周りに回転してできる立体の体積 V1 から，y2 と直線
x = −1, x = 1(0 ≤ y ≤ 2)とで囲まれた図形を x軸周りに回転してできる立体
の体積 V2 をひいたものである．

V = V1 − V2 =

∫ 1

−1

πy21dx−
∫ 1

−1

πy22dx

=

∫ 1

−1

π{4+4
√
1− x2+(1−x2)}dx−

∫ 1

−1

π{4−4
√
1− x2+(1−x2)}dx
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=

∫ 1

−1

8π
√
1− x2dx

ここで
∫ 1

−1

√
1− x2dxは，半径 1の円の上半分の面積を表し，その値は π

2
で

ある．よって，求める体積は

V = 8π
π

2
= 4π2

【10】
(1) B(q, p) =

∫ 1

0

xq−1(1− x)p−1dxにおいて 1− x = tとおくと x = 1− tだ
から，x = 0のとき t = 1，x = 1のとき t = 0，dx = −dtより，

B(q, p) =

∫ 0

1

(1− t)q−1tp−1 · (−dt) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

ここで，定積分の変数は他の文字にしてもよいので，tを xとすれば∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx = B(p, q)

∴ B(p, q) = B(q, p)

(2) B(p, q)

=

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx =
[xp

p
(1− x)q−1

]1
0
−
∫ 1

0

xp

p
{(1− x)q−1}′dx

= 0−
∫ 1

0

xp

p
(q − 1)(1− x)q−2 · (−1)dx =

∫ 1

0

q − 1

p
xp(1− x)q−2dx

=
q − 1

p

∫ 1

0

x(p+1)−1(1− x)(q−1)−1dx =
q − 1

p
B(p+ 1, q − 1)

(3) (2)より

B(p, q) =
q − 1

p
B(p+ 1, q − 1) =

q − 1

p

q − 2

p+ 1
B(p+ 2, q − 2) = · · · · · ·
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=
(q − 1)(q − 2) · · · 1

p(p+ 1)(p+ 2) · · · (p+ q − 2)
B(p+ q − 1, 1)

ここで B(p+ q − 1, 1)は

B(p+ q − 1, 1) =

∫ 1

0

xp+q−2dx =
[ xp+q−1

p+ q − 1

]1
0
=

1

p+ q − 1

であるから，

B(p, q) =
(q − 1)(q − 2) · · · 1

p(p+ 1)(p+ 2) · · · (p+ q − 2)

1

p+ q − 1

=
(q − 1)!

p(p+ 1) · · · (p+ q − 1)
=

(q − 1)!

(p+ q − 1) · · · (p+ 1)p
· (p− 1)!

(p− 1)!

=
(p− 1)!(q − 1)!

(p+ q − 1)!
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【5章の演習問題の解答】
【1】
2本当たる確率を P1 とおくと

P1 =
2C2

5C2
=

1

10

1本当たる確率を P2 とおくと

P2 =
2C2 × 3C1

5C2
=

6

10

2本ともはずれる確率を P3 とおくと

P3 =
3C2

5C2
=

3

10

X=1000,100,-500より
E(X) = 1000× 1

10 + 100× 6
10 + (−500)× 3

10

=
1000 + 600− 500

10
=

100

10
= 10(円)

期待金額が 10円なので期待金額の考え方からするとこのくじを引くことは得
であるといえる．
【2】

(1) (15 + 20 + 35 + 40 + 50)÷ 5 = 32

(2) 小さい順に並べて，1　 4　 6　 8　 9　 10　　 ∴（6 + 8)÷ 2 = 7

(3) 出現頻度をかぞえる
9:1(回) 3:2(回) 6 :2(回) 4 :3(回) 10:2(回) 1 :1(回) 8:1(回) 7:1(回) である
から，　最も多いのは 4の 3回．

(4) 平均値 51÷ 5＝ 10.2，
分散
= (8− 10.2)2 + (9− 10.2)2 + (10− 10.2)2 + (11− 10.2)2 + (13− 10.2)2÷
5
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= ((−2.2)2 + (−1.2)2 + (−0.2)2 + 0.82 + 2.82)÷ 5

= (4.84 + 1.44 + 0.04 + 0.64 + 7.84)÷ 5

= 14.8÷ 5 = 2.96

標準偏差は 1.7

(5) 中央値（仮の平均値）からの差を求めると (−2)+ (−1)+ 0+ 1+ 3 = 1 ∴
1÷ 5 = 0.2 よって求める平均値は 10 + 0.2 = 10.2．

【3】
x y x− x̄ (x− x̄) y − ȳ (y − ȳ) (x− x̄)(y − ȳ)

A 8 7 0 0 0 0 0

B 7 5 -1 1 -2 4 2

C 9 9 1 1 2 4 2

D 9 7 1 1 0 0 0

E 7 7 -1 1 0 0 0

計 40 35 0 4 0 8 4

xの平均値x̄ = 40
5 = 8点，xの分散 sx

2 = 4
5 = 0.8点

yの平均値x̄ = 35
5 = 7点，yの分散 sy

2 = 8
5 = 1.6

xの標準偏差 sx =
√
0.8 ≒ 0.89点

yの標準偏差 sy =
√
1.6 ≒ 1.26点

共分散 sxy = 4
5 = 0.8

相関係数 r =
sxy

sxsy
= 0.8√

0.8
√
1.6

= 0.8√
0.8

√
0.8

√
2
= 1√

2
=

√
2
2

≒ 1.414

2
≒ 0.707 ≒ 0.71

標準偏差は
得点−平均点
標準偏差 × 10 + 50

で定義される量である．得点から平均点を引いた偏差をちらばり具合を表す標
準偏差で標準化し，評価しやすくするためにその値を 10倍し，50を加えた値
である．試験の点数などでは平均点が偏差値の 50点となり見やすくなってい
る．また同じ得点であっても，平均点，標準偏差の大小により、客観的な評価
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ができるといわれている．
この問いでは C君の数学と英語は同じ 9点であるが，
数学の偏差値

9− 8

0.89
× 10 + 50 ≒ 61.2点

英語の偏差値
9− 7

1.26
× 10 + 50 ≒ 65.9点

となり，英語の得点のほうが高く評価されるという結果となる．
【4】
得点データ 階級値 x 度数 f xf |x− x̄| (x− x̄)

2
f

15− 25 20 1 20 37 1369
25− 35 30 3 90 27 2187
35− 45 40 8 320 17 2312
45− 55 50 12 600 7 588
55− 65 60 10 600 3 90
65− 75 70 8 560 13 1352
75− 85 80 6 480 33 3174
85− 95 90 2 180 2178

n = 50 2850 160 13250

平均値 2850
50 = 57,　分散 13250

50 = 265,　標準偏差
√
265 = 16.3．

【5】
X : x1, x2, x3 · · · , xn とおくと
X の平均x̄ =

x1, x2, · · · , xn

n
偏差の合計平均は
1

n
{(x1 − x̄) + (x2 − x̄) + · · ·+ (xn − x̄)}

=
1

n
{(x1 + x2 + · · ·+ xn)− nx̄}

=
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
− x̄
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= x̄− x̄ = 0

偏差の合計の平均が 0となるため，ちらばり具合を表す量として使うことはで
きない．
【6】
【解答略】


