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第３章 行列式 

              C 発展問題の解答                

47 
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（ 2n ）とおくと , 

( )
1

2 1
1 × 1

1

0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 2 1 0 0
1 2 1 2

det det det
0 1 0 0 1 0

1 1
0 1 2 0 1

1 1
1 0

0 0
det

0 0

0 0 2

n nnI J a −−

−

−   
   − −   
   − −

= = = −   
− −   

   − −      − −  

−
−

= −



   

 

     

   

         
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である . 

(1) ( )1 det 2 2a = = . (2) 2
2 1

det 3
1 2

a
− 

= = − 
．  

(3) 3 2 2 2 11
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det 1 2 1 2det det 2 4
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列展開
．  

(4) 4 3 3 3 21
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det 2det det 2 5
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. 

(5) 11 21 1
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列展開
 （ 3n ） 

より ,  1 1 2 2 1 1n n n na a a a a a− − −− = − = = − = だから,数列 { }na は初項が 1 2a = ,

公差が１の等差数列である.したがって, ( )1 2 1na n n= − + = + . 
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(1) 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

3 3

2 2 2 2

2
det 2 det

2

a ab b c b
B ac ad bc bd ad bc ac bd ad bc A

cdc d a d

         
         = × + ⋅ = − − ⋅ = − =         
                  

.  

(2) rank 0A =  より, 
0 0
0 0

a b
A

c d
   

= =   
   

 すなわち, 0a b c d= = = = だから 

 

2 2

2 2

2 0 0 0
0 0 0
0 0 02

a ab b
B ac ad bc bd

c cd d

   
   = + =   

     

. したがって , rank 0B = . 

(3) rank 1 2A = < よ り , A は 正 則 で な い の で , det 0ad cA b= − = .し た が っ

て, ad bc= に注意しておく.また, rank 1 0A = ≠ より,
0 0
0 0

a b
A

c d
   

= ≠   
   

 だか

ら, 2 2 2 2, , ,a b c d のうち,少なくとも一つは０でないので 

 

2 2

2 2

2 0 0 0
2 0 0 0

0 0 02

ab
B ac bc bd

cd

a b

c d

   
   = ≠   

     

. よって , rank 1B ･･･①である. 

 一方,（上の）行列 B の各列ベクトルの外積を計算すると 

( ) ( ) ( ) ( )21 2 2 , 2det ,0 0,0,d 0et
t tB B c aA Ac× = − =の 列 の 列  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 3 ,det det det, 0,0,0
t tB B cd ad bc abA A A× = − + =の 列 の 列  

( ) ( ) ( ) ( )2det3 0, 2 ,2 0 0d , ,0et
t tA AB B bd b× = − =の2列 の 列  

より,どの 2 つの列ベクトルも 1 次独立でないので（問題集 3 章例題 3.1(2)参

照） rank 1B ･･･②である. したがって,①,②より, rank 1B = . 

(4) rank 2A = より, Aは正則なので, det 0A ≠ .したがって, ( )3det det 0B A= ≠

だから, rank 3B = . 
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49 3 次の単位行列を

1 0 0
0 1 0
0 0 1

E
 
 =  
 
 

とおく. 

(1) ( ) 1
1 1

1 0 0
2 3 0 0 1

0 1 0
P E P−

 
 = = = 
 
 

の 行と 行と入れ換えた行列 . 

( ) 1
2 2

1 0 2 1 0 2
1 3 2 0 1 0 , 0 1 0

0 0 1 0 0 1
P E P −

−   
   = = =   
   
   

の 行に 行の 倍を加えた行列 . 

(2) 2 1P P A E= ･･･（＊）より, ( )2 11 2det dedet dt det 1etP PP A AP E⋅ ⋅ = == ． 

ここで , 1 2det 1, det 1P P= − = だから, det 1A = − . また, Aの行列式は零でない

ので正則であるから,（＊）の両辺に 1A− を右からかけると, 1
2 1P P A−= だから 

1
2 1

1 0 2 1 0 0 1 2 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0

A P P−

    
    = = =    
    
    

. 

(3) b


に同じ基本変形を行って得られるベクトルは，(2) の結果を利用すると

1
2 1P P b A b−=
 

である.これは,連立方程式 Ax b=




の解 1x A b−=




と一致している． 

 

50 (1) i 次単位行列を iE ， i j× 型の零行列を 0i j× と表記する ( ), 1,2,i j =  ．  



( )



( )

21

0
r

r n r

n r

A
B

A E

× −

−

 
 =
  
 

とおくと，§3.3 例題 3.3 より，  

) ( )(r
n r

r
EB AA −= ⋅ =  …  ①  

同様に，
( )

12

( )0
r

n rn r r

A E A
C A −− ×

 
 =
 
 

とおくと，  ( ) ( )r n r
r

n rC AA E A A− −= ⋅ = ⋅  …  ② 



( )

 ( )

( )( )
1212

( )21 ( ) 21

0
0

rr
rr n r

n rn r rn r n r

A E AAA A
AB CAA A A E

× −

−− ×− −

       = = =          

より AB BA C= ⋅ = …③ 

したがって，①，②を③に代入して， 

( )
( )

r r
n rA A A A −⋅ = ⋅ . 
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(2) (1)の結果より， 

2r = のとき , 

(2) 2
( 2)nA A A A −⋅ = ⋅ より， 

(2)
( 2) 0nA A AA −

 ⋅


−⋅ =


． 

これは，行列 Aの 2n 個の成分 ( )1 ,ija i j n  に関する恒等式だから 

例えば， nA E= のとき， 1 0A = ≠ に注意すると（後の 50 の注意参照） 



(2)
( 2) 0nA A A −⋅ =− ．したがって， 

(2)
( 2)nA A A−⋅ = ． 

(3) Aの ( ),i j 余因子を ija とおくと， 

奇数次の交代行列の行列式は０だから（教科書 第 3章演習問題Ｂ12参照）， 

  ( )1 1
11

0
1 0 0

0

d e
a d f

e f

+= − − =
− −

 ， ( )2 2
22

0
1 0 0

0

b c
a b f

c f

+= − − =
− −

 ．また 

  ( ) ( ){ } ( )1 2
12 3

1 0
0

a d e
a b f ebf f af cd f af be cd

c f

+
−

= − − = − − + = − +
− −



列展開
， 

( ) ( ){ } ( )2 1
21 3

1 0
0

a b c
a d f cdf f af be f af be cd

e f

+= − − = − − − + = − − +
− −



列展開
． 

以上より， 

( )
( )

(2) 11 12 11 21

21 22 12 22

0
0

t f af be cda a a a
A

f af be cda a a a
− − + 

= = =  − + 

   

   

． 

したがって，  ( )(2) 22A f af be cd= − + …④．また， 2
(2)

0
0
f

A f
f

= =
−

…⑤． 

(2)の結果より， 4n = のとき, ( )


(2)
2A A A⋅ = ． 

これに④，⑤を代入して ( )22 2A f f af be cd⋅ = − + ．したがって， 

( ){ }22 0f A af be cd− − + = だから（後の 50 の注意参照）， ( )2A af be cd= − + ． 
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50 の注意 ( )1, , nf x x と ( )1, , ng x x を実数係数（または複素数係数）の変数

1, , nx x に関する多項式とする．次の定理が成り立つ．  

定理Ａ ある n 個の数 1, , na a に対して， ( )1, , 0nf a a ≠ のとき 

( ) ( )1 1, , , , 0n nf x x g x x⋅ =   が 1, , nx x に関する恒等式ならば 

( )1, , 0ng x x =  も 1, , nx x に関する恒等式となる．□  

注意：定理Ａの証明には，次の定理Ｂを用いる． 

定理Ｂ ( )f x を実数係数（または複素数係数）の多項式とする． 

多項式として ( ) 0f x ≠ （（ xに関する）０でない係数がある）ならば 

方程式 ( ) 0f x = の解は有限個（ d 次方程式ならば d 個以下）．□ 

【証明】方程式の次数 d に関する帰納法により証明する. 

(1) 0d = のとき： ( ) ( ) 0f x C= = ≠定数 だから,方程式 ( ) 0f x = は解を持たない. 

  すなわち,解の個数は 0 d= . 

(2) 1d  のとき：次の（ｱ）,（ｲ）より主張が成り立つ. 

   （ｱ） ( ) 0f x = が解を持たなければ,解の個数は ( )0 d . 

  （ｲ） ( ) 0f x = が解 x a= を持てば, ( ) 0f a = だから,因数定理により 

     ( ) ( ) ( )f x x a g x= − （ ( )g x は次数 1d − , ( ) 0g x ≠ ）と因数分解する. 

     帰納法の仮定より,方程式 ( ) 0g x = の解は, 1d − 個以下だから 

     方程式 ( ) 0f x = の解は, d 個以下となる. 

(1), (2)より,０以上の整数 d に対して主張が成り立つ. ■ 

【定理Ａの証明】「等式 ( ) 0f x = が x に関する恒等式でなければ, 多項式として

( ) 0f x ≠ である」ことに注意する（対偶を考えればあきらか）. 

変数の個数 n に関する帰納法により，対偶： 

 ある n 個の数 1, , na a に対して， ( )1, , 0nf a a ≠ のとき 

( )1, , 0ng x x = が 1, , nx x に関する恒等式でないならば 

  ( ) ( )1 1, , , , 0n nf x x g x x⋅ =  も 1, , nx x に関する恒等式ではない 

を証明する．  
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(1) 1n = のとき： 1x x= とおく． 

等式 ( ) 0f x = および ( ) 0g x = は， x に関する恒等式ではないので,方程式

( ) 0f x = および ( ) 0g x = の解は有限個しかない（定理Ｂ）．したがって，これ

ら有限個の解以外の数 c を選べば， ( ) 0f c ≠ ， ( ) 0g c ≠ となる．このとき

( ) ( ) 0f c g c⋅ ≠ より， ( ) ( ) 0f x g x⋅ = は x に関する恒等式ではない． 

(2) 2n のとき： ( )1, , 0ng x x = は 1, , nx x に関する恒等式ではないので，あ

る n 個の数 1, , nb b が存在して， ( )1, , 0ng b b ≠ となる． 

等式 ( )1 1, , 0n nf a a x− = および ( )1 1, , , 0n ng b b x− = は， nx に関する恒等式では

ないので，(1) と同じ理由により， ( )1 1, , 0n nf a a c− ≠ ， ( )1 1, , , 0n ng b b c− ≠ と

なる数 nc がある． 

このとき，等式 ( )1 1, , 0n nf x x c− = および ( )1 1, , , 0n ng x x c− = は， 1 1, , nx x − に

関する恒等式ではないので，帰納法の仮定により， 

( ) ( )1 1 1 1, , , , , 0n n n nf x x c g x x c− − =  も 1 1, , nx x − に関する恒等式ではない． 

よって， 1n − 個の数 1 1, , nc c − が存在して， ( ) ( )1 1 1 1, , , , 0n n n nf c c c g c c c− −⋅ ≠ 

となるから， ( ) ( )1 1, , , , 0n nf x x g x x⋅ =  は 1, , nx x に関する恒等式ではない． 

(1), (2)より,１以上の整数 nに対して主張が成り立つ. ■ 

 

51 n 次単位行列を nE （ 2n ）とする． 

nAA A E= だから，両辺の行列式をと

ると，  

nAA A A A= ⋅ = より， ( )1 0nAA A −− = が成り立つ．これは，行列 Aの 2n

個の成分 ( )1 ,ija i j n  に関する恒等式だから，例えば， nA E= のとき 

1 0A = ≠ に注意すると（50 の注意参照） 

1 0nA A −− = ．したがって， 0A = なら

ば   0A = が成り立つ． 

 

 


