
C問題解答
(問題訂正) 64の「半平面」は「半空間」に訂正します.

59. (1) R =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, M =

(
1 0
0 −1

)
である.

直線 ax + by = 0の方向ベクトルの一つは, v =

(
−b

a

)
. 点 P′, P′′の座標をそ

れぞれ (x′, y′), (x′′, y′′)とすると,

• P′ と P′′ の中点
(

x′ + x′′

2
,

y′ + y′′

2

)
は直線 ax + by = 0上の点だから

a
x′ + x′′

2
+ b

y′ + y′′

2
= 0をみたす.

•
−−→
P′P′′ ⊥ v ⇐⇒

−−→
P′P′′ · v ⇐⇒ −b(x′′ − x′) + a(y′′ − y′) = 0

となる. 連立方程式




a(x′′ + x′) + b(y′′ + y′) = 0

−b(x′′ − x′) + a(y′′ − y′) = 0

を x′′, y′′について解くと

x′′ =
b2 − a2

a2 + b2
x′ +

−2ab

a2 + b2
y′, y′′ =

−2ab

a2 + b2
x′ +

−(b2 − a2)
a2 + b2

y′

従って

(
x′′

y′′

)
=





b2 − a2

a2 + b2
x′ +

−2ab

a2 + b2
y′

−2ab

a2 + b2
x′ +

−(b2 − a2)
a2 + b2

y′



 =
1

a2 + b2

(
b2 − a2 −2ab

−2ab −(b2 − a2)

)(
x′

y′

)

より, 求める行列N はN =
1

a2 + b2

(
b2 − a2 −2ab

−2ab −(b2 − a2)

)
.

(2) 問題の条件より p′′ = Np′ = NMpだから p′′ = pθ ⇐⇒ NMp = Rp. これが
pのとり方によらないのでNM = Rとなり,

1
a2 + b2

(
b2 − a2 2ab

−2ab b2 − a2

)
= NM = R =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

よって cos θ =
b2 − a2

a2 + b2
, sin θ = − 2ab

a2 + b2
. 半角の公式より

cos θ = 2 cos2
θ

2
− 1, sin θ = 2 sin

θ

2
cos

θ

2

だから

cos2
θ

2
=

1
2

(cos θ + 1) =
b2

a2 + b2
, sin

θ

2
cos

θ

2
=

1
2

sin θ =
−ab

a2 + b2

1



∴ sin θ
2

cos θ
2

=
sin θ

2 cos θ
2

cos2 θ
2

=
−ab

a2+b2

b2

a2+b2

= − a

b

よって,与えられた角度 θに対して,直線 ax+by = 0を
(
sin θ

2

)
x−

(
cos θ

2

)
y = 0

と定めればよい (これは θ = π
2 のときも成り立つ).

60. (1) 任意の f, g ∈ P と実数 α ∈ Rについて

(A(f + g))(x) =
∫ x

0
(f + g)(y)dy − (f + g)′′′(0)

24
x4

=
∫ x

0
f(y)dy +

∫ x

0
g(y)dy − f ′′′(0) + g′′′(0)

24
x4

=
∫ x

0
f(y)dy − f ′′′(0)

24
x4 +

∫ x

0
g(y)dy − g′′′(0)

24
x4

= (Af)(x) + (Ag)(x)

(A(αf))(x) =
∫ x

0
(αf)(y)dy − (αf)′′′(0)

24
x4 = α

∫ x

0
f(y)dy − α

f ′′′(0)
24

x4

= α

(∫ x

0
f(y)dy − f ′′′(0)

24
x4

)
= α(Af)(x)

だからA(f + g) = Af + Ag, A(αf) = αAf . これよりAは線形写像.

(Af0)(x) =
∫ x

0
1dy − 0

24
x4 = x

(Af1)(x) =
∫ x

0
ydy − 0

24
x4 =

1
2

x2

(Af2)(x) =
∫ x

0
y2dy − 0

24
x4 =

1
3

x3

(Af3)(x) =
∫ x

0
y3dy − 6

24
x4 = 0

(2) (解く前に)
ベクトル空間 V の基底を v1, . . . , vn, ベクトル空間W の基底をw1, . . . , wmと
し、線形写像 f : V → W が






f(v1) = a11w1 + a21w2 + · · · + am1wm

f(v2) = a12w1 + a22w2 + · · · + am2wm

· · ·
f(vn) = a1nw1 + a2nw2 + · · · + amnwm

と書くとき,

A =





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · ·
am1 am2 · · · amn




· · · (#)
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を fの基底 v1, . . . , vnとw1, . . . , wm に関する fの表現行列という. 以下 (#)を

(
f(v1) · · · f(vn)

)
=

(
w1 · · · wm

)





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · ·
am1 am2 · · · amn





と表す (ただし, 左辺および右辺の第 1因子は行列ではない).
(解く前に終わり)
(1)より

(
Af0 Af1 Af2 Af3

)
=

(
f0 f1 f2 f3

)





0 0 0 0
1 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

3 0





よりAの行列表示は





0 0 0 0
1 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

3 0




.

(3) 直接計算よりA4 = O.

(4) Aが正則行列 P によって

P−1AP =





λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4





と対角化されたとする. ここで　

(P−1AP )4 = (P−1AP )(P−1AP )(P−1AP )(P−1AP )

= P−1A(PP−1)A(PP−1)A(PP−1)AP

= P−1AEAEAEAP = P−1A4P

より,

P−1A4P = (P−1AP )4 =





λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4





4

=





λ4
1 0 0 0
0 λ4

2 0 0
0 0 λ4

3 0
0 0 0 λ4

4





一方, (3)よりA4 = Oだから




λ4
1 0 0 0
0 λ4

2 0 0
0 0 λ4

3 0
0 0 0 λ4

4




= O より λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0
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従って P−1AP = OよりA = P (P−1AP )P−1 = POP−1 = O. これは A '= O

に矛盾. よってAは対角化不可能.

"(4)の別解"
|λE − A| = 0より λ4 = 0だからAの固有値は 0のみ. よってAの固有ベクト

ルは A





x

y

z

w




= 0 より





x

y

z

w




= c





0
0
0
1




(c '= 0)となり, 1次独立なベクトルは

一つしかとれない. よってAは対角か不可能 (テキスト P. 163, 5.6).

61. (1) 3平面が一点で交わる必要十分条件は連立方程式





x + y + mz − 1 = 0

x + my + z − 3 = 0

mx + y + z − 2m = 0



すなわち




1 1 m

1 m 1
m 1 1








x

y

z



 =




1
3

2m









がただ一つの解をもつことである. よって一点で交わる必要十分条件は
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 m

1 m 1
m 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
'= 0 ⇐⇒ 3m − m3 − 2 '= 0

である. ここでm3 − 3m + 2 = (m − 1)2(m + 2)だからm '= 1,−2.

(2) 掃き出し法を用いると (x, y, z) = (2,−1, 1).

(3) 平面Aと平面 Bの交点は連立方程式





x + y − 1 = 0

x + z − 3 = 0
の解全体である. この

連立方程式の解は



x

y

z



 =




t

1 − t

3 − t



 =




0
1
3



 + t




1
−1
−1



 (tは任意の実数)

これは点




0
1
3



を通り




1
−1
−1



を方向ベクトルとする直線. よってa1 =




1
−1
−1



.

(4) 平面 Cの方程式はm = 0のとき y + z = 0. この平面上の点は



x

y

z



 =




s

t

−t



 = s




1
0
0



 + t




0
1
−1



 (s, tは任意の実数)

だから a2 =




1
0
0



, a3 =




0
1
−1



ととれる.
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(5) ベクトルxを射影して得られるベクトルをx′とおくと, ある実数 λが存在して









x′

y′

z′



 =





x

y

z



 + λ





1

−1

−1





y′ + z′ = 0

となる. よって λ =
y + z

2
.




x′

y′

z′



 =
1
2




2x + y + z

y − z

−y + z



 =




1 1

2
1
2

0 1
2 −1

2

0 −1
2

1
2








x

y

z





これより求める行列QはQ =




1 1

2
1
2

0 1
2 −1

2

0 −1
2

1
2



 .

62. (1) 行列Aの行基本変形より

A →




a − b a b

0 c c

0 −c −c



 第 2行+第 1行
第 3行−第 1行

→




a − b a b

0 c c

0 0 0




第 3行+第 2行

よって例えばw =




1
−1
1



と取ればよい.

(2)
∣∣∣u v w

∣∣∣ = 1 '= 0 より, u, v, wは 1次独立だから R3の基底をなす.また

Au =




a − b

−a + b

a − b



 = (a − b)w, Av =




b

−b + c

b − c



 = bw + cu

(3) 行列
(
Aw Au Av

)
は上で示したことより

(
Aw Au Av

)
=

(
w u v

)



0 a − b b

0 0 c

0 0 0



 · · · 1©
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で, 行列




0 a − b b

0 0 c

0 0 0



 は上三角行列.ここで行列 P を

P =
(
w u v

)
=




1 0 0
−1 1 0
1 −1 1





とすると P は正則行列であり, 1©はAP = P




0 a − b b

0 0 c

0 0 0



 と書けるので

P−1AP =




0 a − b b

0 0 c

0 0 0



 .

63. 線形写像の定義より, 定数項や 2次式は含まれないから a = 0, c− 2 = 0, d + 1 = 0.

ここで行列AをA =




0 2 −2 1
1 −1 1 b

2 0 0 −1



 とする.

問題の条件より dim Kerf = 2だから, 次元定理より

4 = dim R4 = dim Imf + dimKerf = dim Imf + 2

よって rankA = dim Imf = 4 − 2 = 2.

行列Aを行基本変形すると



0 2 −2 1
1 −1 1 b

2 0 0 −1



 →




1 −1 1 b

0 2 −2 1
2 0 0 −1




第 1行と第 2行を交換

→




1 −1 1 b

0 2 −2 1
0 2 −2 −1 − 2b




第 3行+第 1行

→




1 −1 1 b

0 2 −2 1
0 0 0 −2 − 2b




第 3行+第 2行

となる.よって
rankA = 2 ⇐⇒ −2 − 2b = 0 ⇐⇒ b = −1

以上より a = 0, b = −1, c = 2, d = −1.

64. (問題訂正) 問題文の「半平面」は「半空間」に訂正します.

a1,a2, a3は R3の 1次独立なベクトルだから R3の基底をなす.
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a4 = c1a1 + c2a2 + c3a3 (ci ∈ R)とおく.このとき, 条件より

a1 = F (a4) = F (c1a1 + c2a2 + c3a3)

= c1F (a1) + c2F (a2) + c3F (a3)

= c1a2 + c2a3 + c3a4

= c1a2 + c2a3 + c3(c1a1 + c2a2 + c3a3)

= c1c3a1 + (c1 + c2c3)a2 + (c2 + c2
3)a3

∴ (c1c3 − 1)a1 + (c1 + c2c3)a2 + (c2 + c2
3)a3 = 0.

ここで a1,a2, a3の 1次独立性より c1c3 − 1 = 0, c1 + c2c3 = 0, c2 + c2
3 = 0.これを

解くと c1 = ±1, c2 = −1, c3 = ±1 (複号同順). ここで四つのベクトルが片方の半空
間にあることは, そのうちある二つのベクトルを含む平面によって分割される片方の
半空間に含まれることと同値であることに注意すると, a1, a2, a3, a1 −a2 + a3は半
空間 {x1a1 + x2a2 + x3a3 | x1 # 0} に含まれるが, a1, a2, a3,−a1 − a2 − a3は

{x1a1 + x2a2 + x3a3 | x1 = 0}

{x1a1 + x2a2 + x3a3 | x2 = 0}

{x1a1 + x2a2 + x3a3 | x3 = 0}

{x1a1 + x2a2 + x3a3 | x1 − x2 = 0}

{x1a1 + x2a2 + x3a3 | x2 − x3 = 0}

{x1a1 + x2a2 + x3a3 | x3 − x1 = 0}

によって分割されるどの半空間にも入らない. よって a4 = a1 − a2 + a3 または
a4 = −a1 − a2 − a3となるが−a1 − a2 − a3は a1, a2, a3 とは反対の半空間のベ
クトルなので, 問題の条件を満たさない. よって a4 = a1 − a2 + a3. これより

(
F (a1) F (a2) F (a3)

)
=

(
a2 a3 a4

)
=

(
a2 a3 a1 − a2 + a3

)

=
(
a1 a2 a3

)



0 0 1
1 0 −1
0 1 1





だから,求める行列は




0 0 1
1 0 −1
0 1 1



.
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