
線形代数問題集

　第５章 Ｃ 発展問題 解答

39 証明 交代行列 Aの固有値を λとし，pを λ に属する Aの固有ベクト

ルとする．このとき，

λtpp = t(Ap)p = tptAp = tp(−A)p = −λtpp

よって，

2λtpp = 0

p ̸= 0より，tpp = |p|2 ̸= 0 であるから，λ = 0． □

40 ２次正方行列 A の固有値が 3 と −1 であるから，A の固有多項式は

(x − 3)(x + 1) = x2 − 2x − 3 であり，ハミルトン・ケーリーの定理より，

A2 − 2A − 3E = O が成り立つ．このとき，多項式 x3 − 4x2 + 2x + 2 を

x2 − 2x− 3で割ると商が x− 2，余りが x− 4となり，xの恒等式

x3 − 4x2 + 2x+ 2 = (x2 − 2x− 3)(x− 2) + x− 4 · · · 1⃝

が成り立つ．AE = EA = Aであるから， 1⃝の x を Aに置き換えた式も成立

する．よって，ハミルトン・ケーリーの定理も考慮すると，

A3 − 4A2 + 2A+ 2E = (A2 − 2A− 3E)(A− 2E) + (A− 4E) = A− 4E

となる．さらにA2−2A+kE (kは実数) の形になるようにA−4EにA+2E

をかけると

(A+ 2E)(A− 4E) = A2 − 2A− 8E = (A2 − 2A− 3E) + (−5E) = −5E

となるから，この両辺を −5で割ると
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2

−1

5
(A+ 2E)(A− 4E) = E

となる．よってB = (A3− 4A2+2A+2E)−1 = (A− 4E)−1 = −1

5
(A+2E)

となる．また，A+2Eの固有値は 5と 1であるから，Bの固有値は−1と−1

5
．

41 (1)証明 |A| ̸= 0と仮定すると，A−1が存在し，AB = Oの左からA−1

をかけると，B = Oとなる．これは仮定（B ̸= O）に矛盾．よって，|A| = 0．

同様に |B| = 0． □

(2)証明 まず，Aの固有値は 5と−2以外にありえないことを示す．λをAの

固有値とし，pを λに属する Aの固有ベクトルとすると A2 − 3A− 10E = O

なので 0 = Op = (A2 − 3A− 10E)p = (λ2 − 3λ− 10)pが成り立つ．p ̸= 0

であるから，λ2 − 3λ− 10 = (λ− 5)(λ+ 2) = 0．よって，λ = 5 または −2．

次に，Aが 5と−2のどちらの固有値もとることを示す．A2 − 3A− 10E =

(A− 5E)(A+2E) = O．Aはスカラー行列ではないので，A− 5EとA+2E

は零行列でない．(1)の証明より，|A− 5E| = |A+2E| = 0．よって，5と−2

はともに Aの固有値になる． □

42 証明 3次の正方行列 Aは相異なる 3個の固有値 (λ1, λ2, λ3 とおく)

を持つので対角化できる．すなわち，正則行列 P が存在して，

P−1AP =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


となる．AB = BAの両辺に左から P−1，右から P をかけると，

P−1APP−1BP = P−1BPP−1AP · · · 1⃝

となるから P−1BP = (cij)とおくと， 1⃝より，
λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

 =


c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33



λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


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この両辺の (1,2)成分を比較すると，

λ1c12 = λ2c12 ⇔ (λ1 − λ2)c12 = 0

となる．λ1−λ2 ̸= 0より c12 = 0を得る．同様にして，i ̸= jのとき，cij = 0．

すなわち，P−1BP は対角行列である． □

43 証明 (E − T )(E + T ) = (E + T )(E − T ) の両辺に左右両側から

(E + T )−1 を掛けると (E + T )−1 (E − T ) = (E − T )(E + T )−1 が成り立つ．

また，AA−1 = Eの両辺の転置をとると t(A−1)tA = Eとなるから，正則行列

Aについて t(A−1) = (tA)−1が成り立つ．さらに T は直交行列より tT = T−1

となるから，t(E−T ) = tE− tT = E−T−1, t(E+T ) = tE+ tT = E+T−1

が成り立つ．これらより

tS =t{(E + T )−1} t(E − T ) = {t (E + T )}−1 t(E − T )

=(E + T−1)−1 (E − T−1) = (E + T−1)−1 T−1 T (E − T−1)

={T (E + T−1)}−1 {T (E − T−1)} = (T + E)−1 (T − E)

=− (E + T )−1 (E − T ) = −(E − T ) (E + T )−1 = −S

よって，S は交代行列． □

44 証明 Aは対称行列なので固有値はすべて実数であり，これを小さいほ

うから λ1, λ2, λ3 (λ1 ≦ λ2 ≦ λ3) とおく．直交行列 P が存在して

tPAP =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


となる．x = Pu, u = t(u1 u2 u3) とおくと

txAx = tutPAPu = tu


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

u = λ1u1
2+λ2u2

2+λ3u3
2 · · · 1⃝

1 = x1
2+x2

2+x3
2 = txx = tutPPu = tuEu = tuuよりu1

2+u2
2+u3

2 =
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1 · · · 2⃝が成り立つ．u1
2 を消去すると λ2 − λ1 ≧ 0, λ3 − λ1 ≧ 0だから

1⃝ = λ1(1−u2
2−u3

2)+λ2u2
2+λ3u3

2 = λ1+(λ2−λ1)u2
2+(λ3−λ1)u3

2 ≧ λ1

が成り立つ．u2 = u3 = 0のとき，等号が成立する．よって 1⃝の最小値は λ1．

同様にして u3
2 を消去すると λ1 − λ3 ≦ 0, λ2 − λ3 ≦ 0だから

1⃝ = λ1u1
2+λ2u2

2+λ3(1−u1
2−u2

2) = (λ1−λ3)u1
2+(λ2−λ3)u2

2+λ3 ≦ λ3

が成り立つ．u1 = u2 = 0のとき，等号が成立する．よって 1⃝の最大値は λ3．

以上により，式 txAxの最大値と最小値は Aの固有値の最大値と最小値に一致

する． □

45 証明 a0 = a, b0 = b とおくと

(
an+1

bn+1

)
= A

(
an

bn

)
=(

2an + bn

an + bn

)
(n ≧ 0)．これと a0 > 0, b0 > 0 から帰納法により，0 以上

の整数 nについて an > 0, bn > 0が成り立つ．|λE −A| =

∣∣∣∣∣λ− 2 −1

−1 λ− 1

∣∣∣∣∣ =
λ2− 3λ+1 = 0より λ =

3±
√
5

2
となる．

3 +
√
5

2
= α,

3−
√
5

2
= β とおく

と λ = α, β に属する固有ベクトルとしてそれぞれ

(
1

α− 2

)
,

(
1

β − 2

)
が

とれ，P =

(
1 1

α− 2 β − 2

)
とおくと P−1AP =

(
α 0

0 β

)
となる．これよ

り，n ≧ 1のとき An = P

(
α 0

0 β

)n

P−1 = P

(
αn 0

0 βn

)
P−1 が成立する．

よって



5(
an

bn

)
= An

(
a

b

)
= P

(
αn 0

0 βn

)
P−1

(
a

b

)

=

(
1 1

α− 2 β − 2

)(
αn 0

0 βn

){
1

β − α

(
β − 2 −1

−(α− 2) 1

)}(
a

b

)

=
1

β − α

(
1 1

α− 2 β − 2

)(
αn 0

0 βn

)(
(β − 2)a− b

−(α− 2)a+ b

)

=
1

β − α

(
1 1

α− 2 β − 2

)(
{(β − 2)a− b}αn

{−(α− 2)a+ b}βn

)

=
1

β − α

(
{(β − 2)a− b}αn + {−(α− 2)a+ b}βn

(α− 2){(β − 2)a− b}αn + (β − 2){−(α− 2)a+ b}βn

)
よって

an
bn

=
{(β − 2)a− b}αn + {−(α− 2)a+ b}βn

(α− 2){(β − 2)a− b}αn + (β − 2){−(α− 2)a+ b}βn

=

{(β − 2)a− b}+ {−(α− 2)a+ b}
(
β

α

)n

(α− 2){(β − 2)a− b}+ (β − 2){−(α− 2)a+ b}
(
β

α

)n

（注：分母・分子を αn で割った）ここで 0 < β < αより 0 <
β

α
< 1だから

n −→ ∞のとき
(
β

α

)n

−→ 0となる．これより，

lim
n→∞

an
bn

=
{(β − 2)a− b}

(α− 2){(β − 2)a− b}
=

1

(α− 2)
=

1 +
√
5

2

□
46 証明

|λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a −b −c

−b λ− 1 0

−c 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− a)(λ− 1)2 − (b2 + c2)(λ− 1)

= (λ− 1)
{
λ2 − (a+ 1)λ+ (a− b2 − c2)

}
= 0
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よって

λ = 1 または λ2 − (a+ 1)λ+ (a− b2 − c2) = 0 · · · 1⃝

２次方程式 1⃝の判別式をDとすると

D = (a+ 1)2 − 4(a− b2 − c2) = (a− 1)2 + 4(b2 + c2) ≧ 0

となるので 1⃝は２つの実数解（２重解の場合を含む）をもつ．この２つの実数
解を α, β とおくと，解と係数の関係より α+ β = a+ 1, αβ = a− (b2 + c2)

となる．問題の条件より a+ 1 > 0および |A| = a− (b2 + c2) > 0が成り立つ

ので α + β > 0, αβ > 0 すなわち α > 0, β > 0が成り立つ．よって行列 A

の固有値（1と αと β）はすべて正である． □
47 (1)

|λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 13 −12 −6

12 λ− 11 −6

6 −6 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 1 −12 −6

λ+ 1 λ− 11 −6

0 −6 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 1 −12 −6

0 λ+ 1 0

0 −6 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)2(λ− 2) = 0

より λ = −1 (２重解), 2．これらに属する固有ベクトルはそれぞれ

α


1

0

2

+ β


0

1

−2

 (
(α, β) ̸= (0, 0)

)
, γ


2

2

1

 (γ ̸= 0)

となる．よって P =


1 0 2

0 1 2

2 −2 1

 とすると P−1AP =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 2


(2) ない．

証明 背理法で証明する．P−1AP = D（Dは対角行列）となる実直交行列

P が存在したとする．これより A = PDP−1 がでる．P−1 = tP であるから
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A = PD tP となる．この両辺の転置をとるとDは対角行列で tD = Dが成り

立つから tA = t(tP ) tD tP = PD tP = Aとなり Aは対称行列でなければなら

ない．これは矛盾．よって Aを対角化する直交行列は存在しない． □
48 (1)

f(x) = |xE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 8 −4 14

1 x− 1 −2

−3 −2 x+ 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 8 −4 2x− 2

1 x− 1 0

−3 −2 x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 0 0

1 x− 1 0

−3 −2 x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x− 1)2(x− 2)

(2)

f(A) = (A− E)2(A− 2E)

=


7 4 −14

−1 0 2

3 2 −6




7 4 −14

−1 0 2

3 2 −6




6 4 −14

−1 −1 2

3 2 −7

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0


(3) 割り算の関係から，xの恒等式

xn = (x− 1)2(x− 2)Q(x) + ax2 + bx+ c · · · 1⃝

が成り立つ．この両辺を xで微分すると

nxn−1 =
{
2(x− 1)(x− 2) + (x− 1)2

}
Q(x)+(x−1)2(x−2)Q′(x)+2ax+b · · · 2⃝

となる． 1⃝に x = 1, 2および 2⃝に x = 1を代入すると
a+ b+ c = 1

4a+ 2b+ c = 2n

2a+ b = n

を得る．これより


a = 2n − n− 1

b = −2n+1 + 3n+ 2

c = 2n − 2n

(4) 1⃝の xを Aに変えた式

An = (A− E)2(A− 2E)Q(A) + aA2 + bA+ E
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が成り立つ．(2)より f(A) = (A− E)2(A− 2E) = Oであるから

An = aA2 + bA+ E

= (2n − n− 1)A2 + (−2 · 2n + 3n+ 2)A+ (2n − 2n)E

=


3 · 2n + 4n− 2 4n −6 · 2n − 8n+ 6

−2n + 1 1 2 · 2n − 2

2n + 2n− 1 2n −2 · 2n − 4n+ 3

 .

□


