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              ３章 問 題Ｃの解答                

73   以下， C は積分定数である． 

(1) 置換積分法を用いる．  

2 1t x= +  とおくと，
2

2 12 1
2

tt x x −
= + ⇔ =  であり， dx tdt=  

2
23 1 3( 1) 3 ( 1)

2 22 1
x tdx tdt t dt

tx
−

= ⋅ = −
+∫ ∫ ∫  

( )

3

2

3
2 3

3
2

2 1{(2 1) 3}
2

( 1) 2 1

t t C

t t C

x x C

x x C

 
= − + 

 

= − +

+
= + − +

= − + +

 

 

(2) 1
(2 ) 2

a b
x x x x

= +
− −

 とおくと， 1 ( 2)a x bx− = − +  

                            したがって  1
2

a = ，
1
2

b = −  

1 1 1 1
(2 ) 2 2

dx dx
x x x x

 = − − − ∫ ∫  

( )1 log | | log | 2 |
2

x x C= − − +
1 log
2 2

x C
x

= +
−
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(3) 置換積分法を用いる． 

logt x=  とおくと，
1dt dx
x

=  であるから  

 (与式)
1 log | | log logdt t C x C
t

= = + = +∫  

 

(4) 部分積分法を用いる． 

( )2

log 1 log 1log logx xdx x dx x dx
x x x x

′    ′= − = − − −   
   ∫ ∫ ∫  

2

log 1

log 1

1 (log 1)

x dx
x x

x C
x x

x C
x

= − +

= − − +

= − + +

∫
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(5) 
4 3

3 3 3 2

( 1)
1 1 1 ( 1)( 1)

x x x x x xx x
x x x x x x

− +
= = + = +

− − − − + +
 であるから 

   2 2( 1)( 1) 1 1
x a bx c

x x x x x x
+

= +
− + + − + +

 とおくと，
1 1,
3 3

a c b= = = −  

 
2

2 2 2 2 2

1 1 2 11 1 ( 1) 13
1 1 2 1 2 1 1

2 2 3
2

x x x x
x x x x x x x x

x
x x

′ − + + +   = = = −    + + + + + +
− −

+ + + +     
 より 

4

3 2

1 1 1
1 3 1 1

x xdx x dx
x x x x

 −  = + −  − − + +  
∫ ∫  

2

2 2

1 1 1 ( 1) 13
3 1 2 1 1

x xx dx
x x x x x

  ′ + + = + − −   − + + + +    
∫  

2 2 11 1 1 3 2 2 1log | 1| log( 1) tan
2 3 2 2 23 3

x x x x x C−   = + − − + + + + +      
 

2 1

2

1 1 | 1| 1 2 1log tan
2 3 23 31

xx x C
x x

−−  = + + + + 
 + +

 

 

補足 22

1 1
1 1 3

2 4
x x

x
=

+ +  + + 
 

 より，
1
2

t x= +  とおくと dt dx=  

1
22

2

1 1 1 2 2tan31 3 31 3
42 4

tdx dx dt C
x x tx

−= = = +
+ +   ++ + 

 

∫ ∫ ∫  

12 2 1tan
23 3

x C−  = + + 
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74 tanx θ= とおくと,  

2 2
2

11 1 tan
cos

x θ
θ

+ = + = , 2
1

cos
dx dθ

θ
= , 

0 1

0
4

x
πθ

→

→
 より 

( ) ( ) ( )
1

4 4
2 20 0 0

2

log 1 log tan 1 1 log tan 1
11 cos

cos

x
I dx d d

x

π πθ
θ θ θ

θ
θ

+ +
= = ⋅ = +

+∫ ∫ ∫  

 ここで, ( )
2 cos

sin cos 4log tan 1 log log
cos cos

π θ
θ θθ

θ θ

 − +  + = =  

log 2 log cos log cos
4
π θ θ = + − − 
 

 を代入すると 

4 4 4
0 0 0

log 2 log cos log cos
4

I d d d
π π ππθ θ θ θ θ = + − − 

 ∫ ∫ ∫  

 さらに, 
4

t π θ= − とおくと 

4 4 4
0 0 0

log cos log cos log cos
4

d t dt d
π π ππ θ θ θ θ − = = 

 ∫ ∫ ∫  だから 

[ ]4 4 4 4
00 0 0

log 2 log 2log 2 1 log cos log cos
2 8

I d d d
π π π π πθ θ θ θ θ θ= + − = =∫ ∫ ∫  □ 

 

 

 

75  (1) 1tant x−= とおくと, 2
1

1
dt dx

x
=

+
,

0 1

0
4

x

t π
→

→
より  

1 2 241
4

20 0
0

tan
1 2 32

x tdx t dt
x

π
π π−  

= = = +  
∫ ∫  
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(2) ( )1 21

0
tanI x x dx−= ∫  とおくと, ( ) ( )

12 2121 1
20

0

tan tan
2 1
x xI x x dx

x
− − 

= −  + 
∫  

  ここで, 
2 2

2 2 2

1 1 11
1 1 1

x x
x x x

+ −
= = −

+ + +
 であるから 

( ) ( )
2 2 11 1 1 121 1 1

2 20 0 0 0

1 tantan 1 tan tan
32 1 32 1

xI x x dx x dx x dx dx
x x

π π −
− − − = = − − = − + + + ∫ ∫ ∫ ∫  

  (1)より 
1 21

20

tan
1 32

x dx
x

π−

=
+∫ ,  また, 

( ) 11 111 1 2
200 0 0

1 2 1 1tan tan log 1 log 2
2 1 4 2 4 2

xx dx x x dx x
x

π π− −   = − = − + = −   +∫ ∫  

であるから 

2 2 21 1log 2 log 2
32 4 2 32 16 4 2

I π π π π π = − − + = − + 
 

 

 

別解  ( ) ( )
21 12 21 1

0 0

1tan tan
2

xI x x dx x dx− −
′ +

= =  
 

∫ ∫   

       

( )
12 2121 1

20
0

2
1 1

0

2 1 1

0

2 111
20 0

1 1 1tan 2 tan
2 2 1

tan
4

( ) tan
16

tan
16 1

x xx x dx
x

x dx

x x dx

xx x dx
x

π

π

π

− −

−

−

−

 + +
= − ⋅ ⋅  + 

 = − 
 

′= −

  = − −   + 

∫

∫

∫

∫

 

       

2 1

20

12
2

0

2

16 4 1

1 log( 1)
16 4 2

1 log 2
16 4 2

x dx
x

x

π π

π π

π π

 = − − + 
  = − − +     

= − +

∫

 

部分積分法を 

2 回適用 



 6 
 

(3) sinx θ= とおくと, cosdx dθ θ= , 

10
2

0
6

x

πθ

→

→
 より , 

この範囲では cos 0θ > に注意すると 

2 2 21 1 sin cos cos cosx θ θ θ θ− = − = = = だから, 

 
1 2 2

22 6 6
0 0 02

sin cos sin
cos1

x dx d d
x

π πθ θ θ θ θ
θ

= =
−

∫ ∫ ∫  

( )
6

6
0

0

1 1 1 31 cos 2 sin 2
2 2 2 12 8

d
π

π πθ θ θ θ = − = − = −  ∫  

 

(4) sinx θ= とおくと, ( )1 1sin sin sinx θ θ− −= = , cosdx dθ θ= ,

0 1

0
2

x
πθ

→

→
より , 

1 2 1 2 3 32 22
00 0 0

1 1 1 2 2sin sin cos sin sin 1
3 3 6 3 3 6 9

x x dx d d
π ππ π πθ θ θ θ θ θ θ θ−  = ⋅ = ⋅ − = − ⋅ ⋅ = − ∫ ∫ ∫    
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76 (1) 2 2 2 4( ) (1 )f x x x x x= − = −  より   

3 2 1 1 1( ) 4 2 4 4
2 2 2

f x x x x x x x x   ′ = − + = − − = − + −        
 

よって  ( )f x の増減表は次のようになる． 

x   

 

1
2

−  
 

 

 

0  

 

 

1
2
 

 

 

( )f x′  ＋ 0  － 0  ＋ 0  － 

 

( )f x  

 1
4
 

 0  
 1

4
 

 

( )f x のグラフは y 軸対称であり，グラフは下図のようになる． 

 

 

 

 

 

1
4

 

1−   1
2

−           1
2

  1 
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(2) 2 2 2(1 ) 0y x x= − ≧  より  1 1x− ≦≦  の部分のみ，実数 y の値が存在する．   

 

 

 

1
2

 

 

1−    1
2

−               1
2

   1 

 

 

1
2

−  

 

 

 

(3) 
1 12 2 4

0 0
2 2 ( )xV y dx x x dxπ π= = −∫ ∫

13 5

0

42
3 5 15
x xπ π

 
= − = 

 
  

2 2 4y x x= −  より，  2 2 2 2( ) 0x x y− + =  であるから  
2

2 1 1 4
2

y
x

± −
=  

     D は x 軸対称だから 

2 21 1
2 2

0 0

1 1 4 1 1 4
2 2

2 2y
y y

V dy dyπ π
+ − − −

= −∫ ∫  

1 1
2 22 2

0 0

2 2

12 1 4 4
4

14
4 2 4

y dy y dyπ π

π ππ

= − = −

 = ⋅ ⋅ = 
 

∫ ∫
 

 

 

注意：円 2 2 1
4

x y+ =  

の面積の
1
4

に等しい  
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77  (ア) 0b a >≧ のとき  

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )x y b a y b a x y b a x+ − = ⇔ − = − ⇔ = ± − …①   (複号同順) 

( )2 2 2 2 2 2( ) ( )
a a

a a
V b a x dx b a x dxπ

− −
= + − − − −∫ ∫  

2 2

2

2 2

4

14
2

2

a

a
b a x dx

b a

a b

π

π π

π

−
= −

= ⋅ ⋅

=

∫
 

     次に，①の両辺を x で微分すると 
2 2

xy
a x

′ =
−

   (複号同順) 

2
2

2 2 2 2
1 ( ) 1 x ay

a x a x
′+ = + =

− −
 より，表面積は 

2 2 2 2

2 2 2 2
2 ( ) 2 ( )

a a

a a

a aS b a x dx b a x dx
a x a x

π π
− −

= + − + − −
− −

∫ ∫  

1

2 20
0

8 8 sin
a

a dx xab ab
aa x

π π − = =   −
∫  

28 4
2

ab abππ π= ⋅ =  

(イ) 0a b> > のとき  

( )2 2

2 2 2 2 2 2

0
2 ( ) ( )

a a

a b
V b a x dx b a x dxπ

−
= + − − − −∫ ∫  

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

0 0
2 ( ) 2 2

a b a a

a b
b a x dx b a x dx b a x dxπ

−

−

 
= + − + − + − 

 ∫ ∫ ∫  

2 2
3

2 2

0

2 ( )
3

a b
xa b xπ

−
 

= + − 
 

 

        
2 2

2 2 2 1 2 2 2 1

0

1 14 sin 4 sin
2 2

a a

a b

x xb x a x a b x a x a
a a

π π− −

−

   + ⋅ − + + ⋅ − +      
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2 2 2 2
2 2 2 122 sin

3
a b a ba b a b

a
π π −
  + − = − + −      

 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 20
2 2 ( ) 2 2 ( )

a a

a b

a aS b a x dx b a x dx
a x a x

π π
−

= + − + − −
− −

∫ ∫  

2 2

2 2

2 2

2 2 2 20 0

1 1 2 2

0

4 4

4 sin sin 4

a a a b

a b

a a

a b

dx dxab a dx
a x a x

x xab a a b
a a

π π

π π

−

−

− −

−

 
= + + 

− − 
    = + + −         

∫ ∫ ∫
 

2 2
2 2 14 sin a ba a b b

a
π π −

  − = − + −      
 

 以上より， 

■ 0b a >≧ のとき 
2 22V a bπ= ，

24S abπ=  

■ 0a b> > のとき  

2 2 2 2
2 2 2 122 sin

3
a b a bV a b a b

a
π π −
  + − = − + −      

 

2 2
2 2 14 sin a bS a a b b

a
π π −

  − = − + −      
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78 (1) 
1 2 2

0 1
{ ( )} {2 ( )}S x x dx x x dx= − − + − − −∫ ∫  

23 212

0
1

132
3 2 6
x xx x

 
 = + − + + =  

 
 

(2) 
2 22 2 2

0 2
(2 )xV x dx x dxπ π= − −∫ ∫  

2 23 5 3

0 2

4 16(2 2 1)4
3 5 3 15
x x x xπ π π

    −
= − − + =   

   
 

(3) 
1 2 2

2

1 1(2 ) 1 1 2 2
3 3yV y dyπ π π

−
= − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∫  

      
12

2

92 3
2 2
yyπ π π

−

 
= − − = 
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(4) 曲線  22y x= −  (1≦ x ≦ 2 )上の任意の点を， 
2P( , 2 )t t−  (1≦ t ≦ 2 )とおく． P から直線  y x= −  に下ろした垂線の足を Q

とおく．  Qの座標は，直線  PQ  と  直線  y x= −  の交点であるから， 

連立方程式  
2(2 )y t x t

y x
 − − = −


= −
 の解である．  

これを解いて  
2 22 2Q ,

2 2
t t t t + − + −

− 
 

 を得る．  

  t が t から t dt+ ( dt 微小量)まで変化するとき， Qの動く距離を ds とすると 

 
2 2 2 22 1 2 1

2 2
dx dy t tds dt dt
dt dt

+ +       = + = + −       
       

 

2 1 2 12
2 2

t tdt dt+ +
= =   (注意：  1≦ t ≦ 2 より  2 1 0t + > ) 

2 22 2
2 2 22 2 1PQ 2 ( 2)

2 2 2
t t t tt t t t

   + − + −
= − + − + = − −   

   
 

   したがって  

    
2 22 2 2

1 1

(2 1)( 2)
2 2

ds tV PQ dt t t dt
dt

ππ +
= ⋅ = − −∫ ∫  

2 2 2

1
( 1) ( 2) (2 1)

2 2
t t t dtπ

= + − +∫  

   ここで， 2u t= −  とおくと， 2t u= + ， dt du=  

    
0 2 2

1
( 3) (2 5)

2 2
V u u u duπ

−
= + +∫  

0 5 4 3 2

1

0
6 5 4 3

1

(2 17 48 45 )
2 2

1 17 12 15
3 52 2

u u u u du

u u u u

π

π

−

−

= + + +

 = + + +  

∫
 

91 2
60

π=  
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79  ■ 0 ≦ h ≦1のとき  
3

2 2 3

0 0
0

( )
3 3

h
h h yV h x dy y dy hππ π π

 
= = = = 

 
∫ ∫  

                特に  1h = のとき，
3

V π
=  

■ h ≧1のとき 

2

1
1

1 1 4 1( )
3 3 3

h
h

V h dy
y y h

π ππ π π
     = + = + − = −         

∫    (注意：  4
3

V π< ) 

さて，1 秒あたり単位体積の水が入っているから，t 秒後の高さ ( )h t は次のよう

になる． 

(ア) 0 ≦ t ≦
3
π

のとき  3( )
3

h t tπ
=  より  

1
33( ) th t

π
 =  
 

 

(イ) 
3
π

≦ t 4
3
π< のとき  4 1

3 ( )
t

h t
π
 

− = 
 

 より   3( )
4 3

h t
t

π
π

=
−

 

 

(2)  (1)より  0
3

t π
< <  のとき   

1
23
31 3

3
dh t
dt π

− =  
 

 

4
3 3

tπ π< <  のとき  2

9
(4 3 )

dh
dt t

π
π

=
−
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80 (1) 
13 31 12 2 2

1 1
1

(1 )
3 3h h

h

x hV y dx x dx x hπ π π π
− −

−

   
= = − = − = −  

   
∫ ∫  

 

(2) こぼれる水の量は，図より 

sin sin2 2

0 0
(1 )V y dx x dx

θ θ
π π= = −∫ ∫  

sin3 3

0

sinsin
3 3
xx

θ
θπ π θ

   
= − = −  

   
 

 

 

 

 

2 2 2 21 1x y y x+ = ⇔ = −  

 

 

1 
 

 

 

1−                   sinθ    1 
 

 

 

1−  
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81 (1) 頂点 (0, )b より，放物線は 2y kx b= +  …① とおける． 

x a= ± のとき， 0y = であるから，①へ代入して 
20 ka b= +   ∴ 2

bk
a

= −  

    したがって，
2

2

by x b
a

= − +  …② を得る． 

        ②より， 2

2dy b x
dx a

= −  

   C は y 軸対称であるから，  

2 2 4
2

2 2 20 0 0

2 22 1 2 1 2
4

a a ady b b aL dx x dx x dx
dx a a b

   = + = + − = +   
   ∫ ∫ ∫  

4 4 4
2 2

2 2 2 2

0

4 1 log
2 4 4 4

a

b a a ax x x x
a b b b

 
 = + + + +
  

 

2 2 2
2 2 2 44 log

2
a b a ba b
b a

 + +
= + +   
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(2) ②より 
2

2 ( )ax y b
b

= − −  

   この両辺を y で微分すると 
2

2 dx ax
dy b

= −  

   したがって， 

22 2

0 0

2 1 2 1
2

b bdx aS x dy x dy
dy bx

π π
  

= + = + −  
   

∫ ∫  

4 2 4
2

2 20 0
2 2 ( )

4 4
b ba a ax dy y b dy

b b b
π π= + = − − +∫ ∫  

2 2 2
2 2

20 0

{( 4 4 ) }2 2 4 4
4 2

b ba by b a ady by b a dy
b b

π π− + +
= = − + +∫ ∫  

( ) ( )
3 3

2 2 2 22 2
2

0 0

2 1 4 4 4 4
3 4 6

b b
a aby b a by b a
b b b

ππ
   

= − + + = − − + +   −   
 

( )
3

2 2 32
2 4

6
a a b a

b
π  

= + − 
 

 

 

 

b  

 

 

 

a−                     a  
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82  2 22 2 4x xy y− + =  …① 2 2 22 (2 4) 0 4y xy x y x x⇔ − + − = ⇔ = ± −  

ここで，
24 x− ≧ 0  より 2− ≦ x ≦ 2  

したがって 

( ) ( ){ }2 22 2 2

2 2
4 4 2 4S x x x x dx x dx

− −
= + − − − − = −∫ ∫  

212 2 4
2
π π= ⋅ ⋅ =  

図形①を x 軸まわりに180回転させた図形の方程式は， 

( , )x y を ( , )x y− に変えると， 2 22 2 4x xy y+ + =  …② である． 

①，②の連立方程式を解くと，①と②の共有点は ( , ) (0, 2), ( 2,0)x y = ± ±  

この回転体は， y 軸対称な立体であるから 

( ) ( )2 22 22 2

0 2
2 4 2 4V x x dx x x dxπ π= + − − − −∫ ∫  

( ) ( )2 22 2

0 2
2 4 2 4 2 4 2 4x x dx x x dxπ π= + − − − −∫ ∫  

ここで，
24t x= − とおくと 

2 24t x= − ， 2 2tdt xdx xdx tdt= − ⇔ = −  

0 2 2 2
,

2 0 2 0

x x
t t

→ →
→ →

 [ ] [ ]( ) 0 02 2 2 2
0 2 2 2

8 4 ( ) 4 ( )V x x t dt t dtπ π π= − + − + −∫ ∫  

2 23 3

0 0

8 2 4 4
3 3
t tV π π π
   

= + +   
   

                 ②            ① 

32( 2 1)
3

π+
=  

  

注意：円 2 2 4x y+ =  の面積の半分  


