
工科のための偏 微 分 方 程 式 　演 習 問 題 略 解

第 1章 1.1 sin(x+ ct)．

1.2 (1) f(x− ct) +

∫ t

0

h(x− c(t− s), s) ds．　

(2) f(x− ct) +
1

2c

∫ x+ct

x−ct

h

(
1

2
(x− ct+ s),

1

2c
(s− x+ ct)

)
ds，τ = (s− x+ ct)/(2c)と置換積分

して (1)の形に変形できる．

1.3 (1) eyf(x− y) (2) g(y − x)ex と計算されるが，ey {g(−(x− y))ex−y}と (1)の形に変形で
きる．

1.4 2x+ y + sin(2x+ y)− sin(x+ y)

1.5 ey−2x + x log{1 + (y − 2x)2}

1.6 e−yf(x− 2y)− e−y

10
{sin(x− 2y)− 3 cos(x− 2y)}+ 1

10
{sin(x+ y)− 3 cos(x+ y)}．

1.7 ey(x+ 2y − xy − y2)．

1.8 e2x(y − x)2 − ex(y2 + 2y + 2)．

1.9 x2e−2y + 1

1.10 xg(y/x)．

1.11
√
x2 + y2．

1.12 g
(
e−x(y − x2 − 2x− 2) + 2

)
．

1.14 − log
(
xy2 − y3 + e−f(x−3y)

)
．

1.15
ey

2/2f(x− y)

1 + {2 + (y2 − 2)ey2/2}f(x− y)
．

1.16
y − x

2ex − 1
．

1.17 exp

{
2y − x2 − 2x

2(x+ 1)

}
．

1.18 u(x, t) =

(
2x

1 +
√
1 + 4tx

)2

．

1.20 f ′(x) ≥ 0または |f ′(x)| < cであれば良い．u(x, t) = ce−ctx

1 + c− e−ct
．

第 2章 2.3 (1) ux = Uξ + Uτ，ut = c (3Uξ − 2Uτ )．

uxx = Uξξ + 2Uξτ + Uττ，utt = c2 {9Uξξ − 12Uξτ + 4Uττ}，uxt = c {3Uξξ + Uξτ − 2Uττ}．

(2) 0 = utt(x, t)− cuxt − 6c2uxx(x, t) = −25c2Uξτ，すなわち，Uξτ = 0．

(3) u(x, t) = U(ξ, τ) = φ(ξ) + ψ(τ) = φ(x+ 3ct) + ψ(x− 2ct)．

(4) u(x, t) =
1

5
{2f (x+ 3ct) + 3f(x− 2ct)}+ 1

5c

∫ x+3ct

x−2ct

g(s) ds．

2.5 (1) c2uxx + cuxt − 2utt =
(
c ∂
∂x + 2 ∂

∂t

) (
c ∂
∂x − ∂

∂t

)
u(x, t)だから x = cξ + cτ，t = 2ξ − τ と
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変数変換して，u(x, t) = 1

3

{
f(x+ ct) + 2f

(
x− c

2
t
)}

+
2

3c

∫ x+ct

x−(c/2)t

g(s) ds．

(2) c2uxx − 5cuxt + 6utt =
(
c ∂
∂x − 2 ∂

∂t

) (
c ∂
∂x − 3 ∂

∂t

)
u(x, t)だから，x = cξ + cτ，t = −2ξ − 3τ と

変数変換して u(x, t) = 3f

(
x+

ct

3

)
− 2f

(
x+

ct

2

)
+

6

c

∫ x+(c/2)t

x+(c/3)t

g(s) ds．

(3) c2uxx − 2cuxt + utt =
(
c ∂
∂x − ∂

∂t

)2
u(x, t)だから変数変換の仕方は一意的には定まらないが，例

えば x = cξ + cτ，t = −ξ + τ と変数変換して，u(x, t) = f(x+ ct)− t (cf ′(x+ ct)− g(x+ ct))．
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2.13 φ(t, t) +

∫ t

0

φt(s, t) ds．

2.15 (1)
1

2(c2 − 1)
{cos(x+ t) + cos(x− t)− cos(x+ ct)− cos(x− ct)}（c ̸= 1のとき），

t

4
{sin(x+ t)− sin(x− t)}（c = 1のとき）．

(2)
1

2c(c2 − 1)
{c (sin(x+ t)− sin(x− t))) − (sin(x+ ct)− sin(x− ct))} （c ̸= 1のとき），

− t

4
{cos(x+ t) + cos(x− t)}+ 1

4
{sin(x+ t)− sin(x− t)}（c = 1のとき）．

(3)
1

2c(c2 + 1)
{2ce−t sinx+ (cos(x− ct)− c sin(x− ct))− (cos(x+ ct) + c sin(x+ ct))}．

2.17 ディリクレ境界条件の場合には命題 2.3 の後の注意と同様にして計算でき，h(x, t)/(2c) の
Γ b
−(x0, t0)上の二重積分で与えられる．ノイマン境界条件の場合には，さらに {x ≥ 0, t ≥ 0, x+ ct ≤
ct0 − x0}上での h(x, t)/cの二重積分を加えなければならない．第 6章演習問題 6.20を参照．

第 3章 3.1 (1)
1√

1 + 2ckt
exp

{
− cx2

2(1 + 2ckt)

}
．

(2) x．

(3) x2 + 2kt．

(4) x3 + 6kxt．

(5) x4 + 12ktx2 + 12k2t2．

3.2 e−bt

∫ ∞

−∞
K(x− y, t)f(y) dy

3.3 (1) u(x, t) = e(2ax−a2t)/(4k)

∫ ∞

−∞
K(x− y, t)e−ay/(2k)f(y) dy，ただし α = a

2k，β = −a2

4k．

(2) ut − kuxx + aux = us − kuyy，u(x, t) =
∫ ∞

−∞
K(x− at− y, t)f(y) dy．

3.5

∫ ∞

0

{K(x− y, t)−K(x+ y, t)}f(y) dy．

3.6 erf(x)で誤差関数を表すとする：erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−y2) dy．

(1) 4xktK(x, t) + (x2 + 2kt) erf

(
x√
4kt

)
．

(2) 4ktK(x, t)(x3 + 10ktx) + (12k2t2 + 12ktx2 + x4) erf

(
x√
4kt

)
．

(3) ekt sinhx+
ex+kt

2
erf

(
x+ 2kt√

4kt

)
+
e−x+kt

2
erf

(
x− 2kt√

4kt

)
− erf

(
x√
4kt

)
．

3.7

∫ ∞

0

{K(x− y, t) +K(x+ y, t)}f(y) dy．

3.8 誤算関数 erf(x)に対して，

(1) 4ktK(x, t) + x erf

(
x√
4kt

)
．

(2) 4kt(x2 + 4kt)K(x, t) + (x3 + 6kt) erf

(
x√
4kt

)
．
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(3) ekt coshx+
ex+kt

2
erf

(
x+ 2kt√

4kt

)
− e−x+kt

2
erf

(
x− 2kt√

4kt

)
．

第 4 章　 4.5 λn =

{
(2n+ 1)π

L

}2

，un(x) = An cos
(2n+ 1)πx

L
+ Bn sin

(2n+ 1)πx

L
（n =

0, 1, 2, . . .）．

4.7 λn =

{
(n+ 1

2 )π

ℓ

}2

，Xn(x) = cos
(n+ 1

2 )πx

ℓ
（n = 0, 1, 2, . . .）．

4.8 λmn =

(
m2

a2
+
n2

b2

)
π2，umn(x, y) = cos

mπx

a
cos

nπx

b
（m = 0, 1, 2, . . .，n = 0, 1, 2, . . .）．

4.9 λmn =

(
m2

a2
+
n2

b2

)
π2，umn(x, y) = sin

mπx

a
cos

nπx

b
（m = 1, 2, . . .，n = 0, 1, 2, . . .）．

4.10 n 次ベッセル関数 Jn(x) の導関数 J ′
n(x) のゼロ点を小さいものから順番に j̃n,1 < j̃n,2 <

· · · < j̃n,m < · · · と番号付けする．固有値は λn,m = (j̃n,m/a)
2 で与えられ，固有関数は u0,m =

J0

(√
λ0,m(x2 + y2)

)
，un,m = Jn

(√
λn,m(x2 + y2)

)
(An cosnθ + Bn sinnθ) （n ≥ 1）で与えら

れる．

第 5章 5.1 (1)

∞∑
n=1

bn sin
nπx

2ℓ
，bn =

1

ℓ

∫ 2ℓ

0

f(x) sin
nπx

2ℓ
dx, n = 1, 2, . . .．

(2)
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπx

2ℓ
，an =

1

ℓ

∫ 2ℓ

0

f(x) cos
nπx

2ℓ
dx, n = 0, 1, 2, . . .．

5.2 (1)

∞∑
n=1

[
(−1)n+12ℓ2

nπ
+

4{(−1)n − 1}ℓ2

n3π3

]
sin

nπx

ℓ
．

(2)

∞∑
n=1

[(
2

nπ
− 4ℓ2

n3π3

)
{1− (−1)n}+ 2(−1)n+1ℓ(ℓ+ 2)

nπ

]
sin

nπx

ℓ
．

(3)

∞∑
n=2

2{1 + (−1)n}n
(n2 − 1)π

sin
nπx

ℓ
=

8

π

∞∑
m=1

m

(4m2 − 1)
sin

2mx

ℓ
．

(4)

∞∑
n=1

2nπ{1− (−1)neℓ}
n2π2 + ℓ2

sin
nπx

ℓ
．

(5)
ℓ

2
sin

πx

ℓ
−

∞∑
n=2

4nℓ{1 + (−1)n}
(n2 − 1)2π2

sin
nπx

ℓ
=
ℓ

2
sin

πx

ℓ
− 8ℓ

π2

∞∑
m=1

m

(2m− 1)(2m+ 1)
sin

2mπx

ℓ
．

(6)

∞∑
n=1

[
4nπℓ2{(−1)neℓ − 1}

(n2π2 + ℓ2)2
− (−1)n2nπℓeℓ

n2π2 + ℓ2

]
sin

nπx

ℓ
．

5.3 (1)
ℓ2

6
−

∞∑
n=1

2{(−1)n + 1}ℓ2

n2π2
cos

nπx

ℓ
=
ℓ2

6
− ℓ2

π2

∞∑
m=1

1

m2
cos

2mπx

ℓ
．

(2)
ℓ

4
+

∞∑
n=1

[
4ℓ

n2π2
cos

nπ

2
− 2{1 + (−1)n}ℓ

n2π2

]
cos

nπx

ℓ
．

5.4 (1)
ℓ2 + 3ℓ+ 3

3
+

∞∑
n=1

4ℓ{(−1)n(ℓ+ 1)− 1}
n2π2

cos
nπx

ℓ
．
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(2)
2

π
−

∞∑
n=2

2{1 + (−1)n}
(n2 − 1)π

cos
nπx

ℓ
=

2

π
− 4

π

∞∑
m=1

1

4m2 − 1
cos

2mπx

ℓ
．

(3)
1− e−ℓ

ℓ
+

∞∑
n=1

2ℓ{1− (−1)ne−ℓ}
n2π2 + ℓ2

cos
nπx

ℓ
．

(4) − 2ℓ

π2
+
ℓ

2
cos

πx

ℓ
−

∞∑
n=1

2{1 + (−1)n}(n2 + 1)ℓ

(n2 − 1)2π2
cos

nπx

ℓ
．

(5)
1− e−ℓ(1 + ℓ)

ℓ
+

∞∑
n=1

[
2(n2π2 − ℓ2){(−1)ne−ℓ − 1}

(n2π2 + ℓ2)2
− 2(−1)nℓ2e−ℓ

n2π2 + ℓ2

]
cos

nπx

ℓ
．

(6)
ℓ3

4
+

∞∑
n=1

[
(−1)n6ℓ3

n2π2
+

12ℓ3{1− (−1)n}
n4π4

]
cos

nπx

ℓ
．

5.5 (1)
1

2
+

∞∑
n=1

1− (−1)n

nπ
sin

nπx

ℓ
=

1

2
+

∞∑
m=0

2

(2m+ 1)π
sin

(2m+ 1)πx

ℓ
．

(2)
ℓ

4
+

∞∑
n=1

{
ℓ{(−1)n − 1}

n2π2
cos

nπx

ℓ
− (−1)nℓ

nπ
sin

nπx

ℓ

}
．

(3)
ℓ

4
+

∞∑
n=1

{
ℓ{1− (−1)n}

n2π2
cos

nπx

ℓ
+

ℓ

nπ
sin

nπx

ℓ

}
．

(4)
ℓ2

6
+

∞∑
n=1

[
(−1)n2ℓ2

n2π2
cos

nπx

ℓ
−
{
(−1)nℓ2

nπ
+

2{1− (−1)n}ℓ
n2π2

}
sin

nπx

ℓ

]
．

(5)
1

π
+

1

2
sin

πx

ℓ
−

∞∑
n=2

1 + (−1)n

(n2 − 1)π
cos

nπx

ℓ
．

(6)
1

2
cos

πx

ℓ
+

∞∑
n=2

{1 + (−1)n}n
(n2 − 1)π

sin
nπx

ℓ
．

5.6 (1) ℓ−
∞∑

n=1

(−1)n2ℓ

nπ
sin

nπx

ℓ
．

(2) sinh aℓ

{
1

aℓ
+ 2

∞∑
n=1

(−1)n

n2π2 + a2ℓ2

(
aℓ cos

nπx

ℓ
− nπ sin

nπx

ℓ

)}
．

(3) sinh ℓ

{
1

ℓ
+ 2

∞∑
n=1

(−1)nℓ

n2π2 + ℓ2
cos

nπx

ℓ

}
．

(4) −2 sinh ℓ

∞∑
n=1

(−1)nnπ

n2π2 + ℓ2
sin

nπx

ℓ
．

(5) 2ℓ3
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
1

nπ
− 6

n3π3

)
sin

nπx

ℓ
．

(6)
12ℓ3

π3

∞∑
n=1

(−1)n−1

n3
sin

nπx

ℓ
．

(7)
ℓ

π
− ℓ

2π
cos

πx

ℓ
−

∞∑
n=2

(−1)n2ℓ

(n2 − 1)π
cos

nπx

ℓ
．
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(8) − ℓ

2π
sin

πx

ℓ
+

∞∑
n=2

(−1)n2nℓ

(n2 − 1)π
sin

nπx

ℓ
．

(9) − ℓ

π
+

ℓ

2π
cos

πx

ℓ
+ ℓ sin

πx

ℓ
+

∞∑
n=2

(−1)n2ℓ

(n2 − 1)π
cos

nπx

ℓ
．

5.8 (1) ℓ−
∞∑

n=1

2ℓ

nπ
sin

nπx

ℓ
．

(2) ℓ+

∞∑
n=1

2ℓ

nπ
sin

nπx

ℓ
．

(3)
2

π
−

∞∑
m=1

4

(4m2 − 1)π
cos

mπx

ℓ
．

(4)
2

π
−

∞∑
n=1

4(−1)n

(4n2 − 1)π
cos

2nπx

ℓ
．

(5)
e2ℓ − 1

2ℓ
+

∞∑
m=1

ℓ(e2ℓ − 1)

m2π2 + ℓ
cos

mπx

ℓ
−

∞∑
n=1

nπ(e2ℓ − 1)

n2π2 + ℓ
sin

nπx

ℓ
．

(6)

∞∑
n=1

1

nπ
{(−1)n − 1} sin nπx

ℓ
= −

∞∑
m=0

2

(2m+ 1)π
sin

(2m+ 1)πx

ℓ
．

(7)
ℓ

2
+

∞∑
n=1

2ℓ

n2π2
{(−1)n − 1}n2π2 cos

nπx

ℓ
=
ℓ

2
+

∞∑
m=0

4ℓ

(2m+ 1)2π2
cos

(2n+ 1)πx

ℓ
．

5.17
ℓ

π

[
πa0
2

+

∞∑
n=1

(−1)nbn
n

+

∞∑
n=1

{
−bn
n

cos
nπx

ℓ
+
an + (−1)n+1a0

n
sin

nπx

ℓ

}]
．

5.18
L

2π

[
πa0
2

+

∞∑
n=1

bn
n

+

∞∑
n=1

{
−bn
n

cos
2nπx

L
+
an − a0

n
sin

2nπx

L

}]
．

第 6章 6.1 u(x, t) =
∞∑

n=1

e−(nπ/ℓ)2ktbn sin
nπx

ℓ
，bn =

2

ℓ

∫ ℓ

0

f(x) sin
nπx

ℓ
dx．

6.2 (1)
3

4
e−kt sinx− 1

4
e−9kt sin 3x．

(2)
8

π

∞∑
m=1

e−k(2m+1)2t sin(2m+ 1)x

(2m+ 1)3
．

(3)
4

π

∞∑
m=0

e−k(2m+1)2t (−1)m sin(2m+ 1)x

(2m+ 1)2
．

6.3 u(x, t) =
a0
2

+

∞∑
n=1

e−(nπ/ℓ)2ktan cos
nπx

ℓ
，an =

2

ℓ

∫ ℓ

0

f(x) cos
nπx

ℓ
．

6.4 (1) e−(π/ℓ)2kt cos
πx

ℓ
+ 1．

(2)
ℓ3

3
− 2ℓ2

π3

∞∑
m=0

e−k(2m+1)2t/ℓ2 (−1)m

(2m+ 1)3
cos

(2m+ 1)πx

2
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6.5 f のフーリエ係数を {an, bn}とすれば

u(r, θ) =
a0(log ρ2 − log r)

2(log ρ2 − log ρ1)
+

∞∑
n=1

(ρ2
r

)n r2n − ρ2n1
ρ2n2 − ρ2n1

(an cosnθ + bn sinnθ).

6.6 g のフーリエ係数を {an, bn}とすれば

u(r, θ) =
a0(log r − log ρ1)

2(log ρ2 − log ρ1)
+

∞∑
n=1

(ρ1
r

)n ρ2n2 − r2n

ρ2n2 − ρ2n1
(an cosnθ + bn sinnθ).

6.8 u(r, θ) = A0 + ρ

∞∑
n=1

ρn

nrn
(an cosnθ+ bn sinnθ)．ここに，A0 は任意定数，an, bn は f(θ)のフー

リエ係数．

6.9 u(r, θ) =

∞∑
n=1

bn

(
r

ρ

)n

sinnθ，ただし bn は f(θ)のフーリエ正弦係数．

6.10 u(r, θ) =
αρ

π

∞∑
n=1

bn
n

(
r

ρ

)nπ/α

sin
nπθ

α
，ただし bn は [0, α]上の f(θ)のフーリエ正弦係数．

6.11 u(r, θ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an

(
r

ρ

)nπ/α

cos
nπθ

α
，ただし an は [0, α]上の f(θ)のフーリエ余弦係数．

6.12 u(x, y) =

∞∑
n=1

bn
sinh nπa

b

sinh
nπ(a− x)

b
sin

nπy

b
，ただし bn は [0, b]上の g(y)のフーリエ正弦

係数．

6.13

∞∑
m=0

8

(4m2 − 1)(2m+ 3)π
· sin(2m+ 1)x sinh{(2m+ 1)(y − π)}

sinh(2m+ 1)π

6.14

∞∑
n=1

bne
−nπy/ℓ sin

nπx

ℓ
，ただし bn は f(x)の [0, ℓ]上のフーリエ正弦係数．

6.15 u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y)，u1(0, y) = g(y)，u2(x, 0) = f(x)，他の境界条件はすべてゼロ，
とすれば，

u1 =

∞∑
n=0

bn cosh
√
λn(x− a) sin

√
λny

cosh a
√
λn

, λn =

{
(n+ 1/2)π

b

}2

, bn =
2

b

∫ b

0

g(y) sin
√
λny dy,

u2 =

∞∑
n=0

an sin
√
µnx cosh

√
µn(y − b)

cosh b
√
µn

, µn =

{
(n+ 1/2)π

a

}2

, an =
2

a

∫ a

0

f(x) sin
√
µnx dx.

6.16 u(x, y) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an

sinh nπb
a

cos
nπx

a
sinh

nπy

a
，an は f(x)の [0, a]上のフーリエ余弦係数．

6.18 u(x, t) =

∞∑
n=0

bn

c
√
λn

sin c
√
λnt sin

√
λnx =

∞∑
n=0

bn

2c
√
λn

{
cos
√
λn(x− ct)− cos

√
λn(x+ ct)

}
，

ここに，λn =

{
(n+ 1

2 )π

ℓ

}2

，bn =
2

ℓ

∫ ℓ

0

g(x) sin
√
λnx dx．g(x) = x(cos nπx

ℓ + 1)のとき，次のよ

うに |bn|/
√
λn は nとともに急激に減衰する：bn = − (−1)nℓ

π2

6n2 + 6n− 1
2(

n2 − 1
4

)2 (
n+ 3

2

)2．
6.21 h(x, t)を [−ℓ, ℓ]上に奇関数として拡張した関数を h̃(x, t)とし，K(x, t)で p.115，命題 6.1の
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熱核をK(x, t)とすれば，u(x, t) =
∫ t

0

ds

∫ ℓ

−ℓ

K(x− y, t− s)h̃(y, s) dy と与えられる．

6.22 g0(t)，gℓ(t) は C1 級で整合条件 g′0(t) = h(0, t)，g′ℓ(t) = h(ℓ, t) を満たすとする．
h1(x, t) = h(x, t) −

[
g′0(t) +

x

ℓ

{
g′ℓ(t)− g′0(t)

}]
に対して [−ℓ, ℓ] 上に奇関数として拡張した関

数を h̃1(x, t)とすれば，u(x, t) =
∫ t

0

ds

∫ ℓ

−ℓ

K(x− y, t− s)h̃1(y, s) dy と与えられる．

6.23 u(x, t) =

∞∑
n=1

bnTn(t) sin
nπx

ℓ
，ここに bn は f(x)の [0, ℓ]上のフーリエ正弦係数，Tn(t)は自然

数 nが (i) n <
πc

bℓ
，(ii) n =

πc

bℓ
，(iii) n >

πc

bℓ
，それぞれの場合に応じて次で与えられる：

(i) e−bt

{
cosh t

√
b2 − (cnπ/ℓ)2 +

b sinh t
√
b2 − (cnπ/ℓ)2√

b2 − (cnπ/ℓ)2

}
,

(ii) e−bt(1 + bt),

(iii) e−bt

{
cos t

√
(cnπ/ℓ)2 − b2 +

b sin t
√
(cnπ/ℓ)2 − b2√

(cnπ/ℓ)2 − b2

}
.

6.24 u(x, t) =

∞∑
n=1

bnTn(t) sin
nπx

ℓ
，ここに bn は g(x)の [0, ℓ]フーリエ正弦係数，Tn(t)は 6.23と

同じ nに関する場合分けにより次で与えられる：

(i)
e−bt sinh t

√
b2 − (cnπ/ℓ)2√

b2 − (cnπ/ℓ)2
, (ii) − e−bt

b
, (iii)

e−bt sin t
√
(cnπ/ℓ)2 − b2√

(cnπ/ℓ)2 − b2
.

6.25 u(x, t) = a0+a1e
−t(1+t) cosx+e−t

∞∑
n=2

an

(
cos
√
n2 − 1t+

1√
n2 − 1

sin
√
n2 − 1t

)
cosnx.

ただし，an は f(x)の [0, π]上のフーリエ余弦係数．

6.26 u(x, t) =

∞∑
m=0

8ℓ2

(2m+ 1)3π3
cos

c(2m+ 1)2π2t

ℓ2
sin

(2m+ 1)πx

ℓ

第 7章 7.2 (1) f̂(ξ) =

√
2

π

1− cos aξ

ξ2
（ξ ̸= 0）， a2√

2π
（ξ = 0）．

(2)
2
√
2π cos(aξ)

4a2ξ2 − π2
（ξ ̸= ± π

2a
）， a√

2π
（ξ = ± π

2a
）．

(3)

√
2(a2ξ2 − 2)√

πξ3
sin(aξ) +

2
√
2a cos(aξ)√

πξ
（ξ ̸= 0），

√
2a3

3
√
π
（ξ = 0）．

(4)
1√
2π

· 4

aξ2

{
2 cos

aξ

2
−
(
cos(aξ) + 1

)}
（ξ ̸= 0），a（ξ = 0）．

7.3 (1)
sin ξ

ξ
+ i

cos ξ − 1

ξ
．

(2)

(
sin ξ

ξ
+

cos ξ − 1

ξ2

)
+ i

(
cos ξ

ξ
− sin ξ

ξ2

)
．

(3) − π
√
2π

ξ(ξ2 − 4π2)

{
sin ξ + i

(
cos ξ − 1

)}
．

(4)

√
2√
πξ2

{
2 cos

ξ

2
−
(
cos ξ + 1

)}
+

2i

ξ2

(
sin ξ − 2 sin

ξ

2

)
．
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7.4 (1)
a|ξ|+ 1

4a3
e−a|ξ|．

(2) − iξ

2
√
2a
e−a|ξ|．

(3)

√
π

2a3
e−a|ξ|/

√
2

(
cos

a|ξ|√
2
+ sin

a|ξ|√
2

)
．

(4) −i
√
π√
2a2

e−a|ξ|/
√
2 sin

aξ√
2
．

(5)

√
π

2

1

cosh πξ
2

．

7.5 (1)

√
π

6
e−

√
3|ξ|/2

(
cos

ξ

2
+ i sin

ξ

2

)
．

(2)

√
π

2
√
2

(
e−|ξ−1| + e−|ξ+1|)．

(3)

√
π

2
√
2i

(
e−|ξ−1| − e−|ξ+1|)．

7.6
inn!

an+1

√
2

π
· cosn+1

(
arctan

ξ

a

)
· sin

(
arctan

ξ

a
+

(n+ 1)π

2

)
．

7.7
π

2a3
．

7.8 (1) f(x) =

2− |x| |x| ≤ 2,

0, |x| > 2.

(2)
2πa

x2 + 4a2
．

(3) f(x) =

xe−x, x ≥ 0,

0, x < 0.

(4)

√
π

2
exp

(
−x

2

2

)
．

(5) f(x) =


0, x > 2b, または，x < 2a,

x− 2a, 2a ≤ x < a+ b,

2b− x, a+ b ≤ x ≤ 2b.

7.9 (1) f̂(ξ) =


2
√
2√
π

sin2 ξ

ξ2
, ξ ̸= 0,

2
√
2√
π
, ξ = 0.

　これから I =
2π

3
．

(2) f̂(ξ) =
π
√
π√
2
e−2a|ξ|．

(3) f̂(ξ) =
(1− ξ2)− 2iξ√
2π(ξ2 + 1)2

．

(4) f̂(ξ) =

√
π

2
exp

(
−ξ

2

2

)
．
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(5) f̂(ξ) = − 1√
2π

e−2ibξ + e−2iaξ − 2e−i(a+b)ξ

ξ2
（ξ ̸= 0），f̂(0) = (b− a)2√

2π
．

7.10 I = πa．

7.11 f ∗ g(x) =


0, x ≤ −a,

1− e−(x+a), −a < x ≤ a,

2e−x sinh a, x > a.

　F [f ∗ g](ξ) =
√

2

π

sin aξ

ξ(1 + iξ)
．

7.12 (1) Fs

[
e−ax

]
(ξ) =

√
2

π

ξ

ξ2 + a2
，Fc

[
e−ax

]
(ξ) =

√
2

π

a

ξ2 + a2
．

(2) Fs

[
xe−ax

]
(ξ) =

√
2

π

2aξ

(ξ2 + a2)2
，Fc

[
xe−ax

]
(ξ) =

√
2

π

a2 − ξ2

(ξ2 + a2)2
．

7.14 (1) e−tK(·, t) ∗ f(x)．

(2) e−v2t

∫ ∞

−∞
ev(x−y)K(x− y, t)f(y) dy．

7.15 (1) e(a
2−b2)kt+ax cos b(2akt+ x)．

(2) e(a
2−b2)kt+ax sin b(2akt+ x)．

7.16 (1) e−a2kt cos(ax)．

(2)
1√

4kt+ 1
exp

(
− x2

4kt+ 1

)
．

(3) 相補誤差関数 erfc(x) = 1− erf(x)を複素変数に拡張して用いれば，
√
π

2
√
4kt

{
exp

{
− (x− i)2

4kt

}
erfc

(
1 + ix√

4kt

)
+ exp

{
− (x+ i)2

4kt

}
erfc

(
1− ix√

4kt

)}
.

(4)
1

2

{
1 + erf

(
x√
4kt

)}
．

7.17 4ktK(x, t)(x3 + 10ktx) + (12k2t2 + 12ktx2 + x4) erf

(
x√
4kt

)
．

7.19 4kt(x2 + 4kt)K(x, t) + (x3 + 6kt) erf

(
x√
4kt

)
．

7.20
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixξ

sinh(1− y)ξ

sinh ξ
f̂(ξ) dξ +

1√
2π

∫ ∞

−∞
eixξ

sinh yξ

sinh ξ
ĝ(ξ) dξ．

7.21 u = u1 + u2，u1(x, y) =
y

π

∫ ∞

0

{
1

(x− z)2 + y2
− 1

(x+ z)2 + y2

}
f(z) dz，

u2(x, y) =
x

π

∫ ∞

0

{
1

x2 + (y − z)2
− 1

x2 + (y + z)2

}
g(z) dz．

7.23 (1) u(x; ε) =
1

π

{
arctan

x− a

ε
− arctan

x− b

ε

}
．

(2) lim
ε→+0

u(x; ε) =



0, x < a，または，x > b,

1
2 , x = a,

1, a < x < b,

1
2 . x = b.
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7.24 (2)
d

dx
û(x, η) =

c− ibη

a
û(x, η)，û(0, η) = φ̂(η)．

(3) û(x, η) = ecx/a · φ̂(η) exp
(
−i bx

a
η

)
．

(4) u(x, y) = ecx/a · φ
(
ay − bx

a

)
．

第 8章 8.1 erfc(x) = 1− erf(x) =
2√
π

∫ ∞

0

exp(−x2) dxは相補誤差関数を表す．

(1)
1

s

(
1− e−as

)
．

(2)
b

(s− a)2 + b2
．

(3)
s− a

(s− a)2 + b2
．

(4)
n!

(s− a)n+1
．

(5)
2sω

(s2 + ω2)2
．

(6)
s2 − ω2

(s2 + ω2)2
．

(7)

√
π

2
√
a
es

2/(4a) erfc

(
s

2
√
a

)
．

(8)
1

s2 + 1
coth

πs

2
．

(9)
1

(1− e−πs)(s2 + 1)
．

(10)
1

s
arctan

a

s
．

(11)
1

s
es

2/(4a2) erfc
( s
2a

)
．

8.2
1

s2
− 2ℓe−ℓs

s(1− e−2ℓs)
．

8.3
A

s2
tanh

as

2
．

8.4 (1)
x

2a
sin ax

(2) a ̸= bのとき， 1

a2 − b2

(
sin bx

b
− sin ax

a

)
，a = bのとき，− x

2a2
cos ax+

1

2a3
sin ax．

(3)
1

2a3
(sinh ax− sin ax)．

(4)
1

3a2

{
e−ax − eax/2

(
cos

√
3ax

2
−

√
3 sin

√
3ax

2

)}
．

(5)
e−bx − e−ax

x
． (6)

2(ebx − cos ax)

x
．
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