
付録 B

定理，補題の証明

B.1 定理 3.1の証明

以下では A(x) = b となる x ∈ L が存在する場合のみ考える∗1）。存在しな

い場合は双方とも無限小になる。

はじめに A(x) = b となる x ∈ L と AT (y) − c ∈ LT となる y は

0 ≤ 〈AT (y) − c, x〉 = 〈y,A(y)〉 − 〈c, x〉 = 〈y, b〉 − 〈c, x〉 を満たすことから、

max
x∈V1

{〈c, x〉|x ∈ L,A(x) = b} ≤ min
y∈V2

{〈y, b〉|AT (y) − c ∈ LT }. (B.1)

を確認することができる。さらに、

min
y∈V2

{〈y, b〉|AT (y) − c ∈ LT }

= min
(µ,y)∈R×V2

{µ|∃y ∈ V2, ∀x ∈ L, 〈y, b〉 − 〈AT (y) − c, x〉 ≤ µ}

が確認できる。これには AT (y) − c ∈ LT を満たす y ∈ V2 に対しては、

µ = 〈y, b〉 ととれば、右辺の条件式が満たされるので、≥ が示せる。次に、右
辺の条件式を満たす (µ, y) の組を考える。そのとき、〈AT (y)− c, x〉 は全ての
x ∈ L に対して、0 以上であることが分かる。なぜなら、〈AT (y) − c, x〉 が負
となる x ∈ L が存在するとすると、t > 0 を十分大きくとり、tx ∈ L を考え

ると、右辺の条件式を満たさなくなるからである。したがって、≤ を示すこと
ができる。

さらに、η0
def= maxx∈V1{〈c, x〉|x ∈ L,A(x) = b} とすると、(η0, 0) は凸集

合 {(〈c, x〉, A(x) − b)}x∈L ⊂ R × V2 の境界上の点となる。したがって適当に

y0 ∈ V2 を選び、(1,−y0) ∈ R × V2 に注目すると、

η0 = η0 − 〈y, 0〉 ≥ 〈c, x〉 − 〈y0, A(x) − b〉, ∀x ∈ L

となる。この事実から、

η0 ≥ min
(µ,y)∈R×V2

{µ|∃y ∈ V2, ∀x ∈ L, 〈y, b〉 − 〈AT (y) − c, x〉 ≤ µ}

となり、(B.1)と逆向きの不等式が得られ、題意を得る。

*1） ここで紹介する証明は文献 [269] を参考にした。
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B.2 定理 8.2の証明

証明: 1©⇒ 2© ⇒ 3© ⇒ 1©, 2©⇒ 4© ⇒ 1© の順に示す．

はじめに 1©⇒ 2©を次元 d についての帰納法で示す．d = 2 の場合は t
def=

(y1 − x1)/(y1 − y2) =（x2 − y2)/(y1 − y2) とすると，x � y であることから，

0 ≤ t ≤ 1 となることを示せる．さらに，(
x1

x2

)
=

(
1 − t t

t 1 − t

)(
y1

y2

)
(B.2)

となるので題意を得る．以下，d ≤ n− 1 のとき，成り立つと仮定して，d = n

のときについて示す．置換に対応する行列の演算は，T 変換の積で与えられる．

それゆえ，適当な置換を考えることで x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn, y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yn

となる場合に 2©を示せば他の場合も 2©を示すことができる．x � y であること

から，yn ≤ x1 ≤ y1 となる．それゆえ，適切に k を選ぶと，yk ≤ x1 ≤ yk−1

となる．さらに x1 = ty1 + (1− t)yk となるように t を選ぶと 0 ≤ t ≤ 1 とな

る．1, k 成分についての t により定義される T 変換を T1 で表すことにする．

ここで

x′ def= (x2, . . . , xn)T (B.3)

y′ def= (y2, . . . , yk−1, (1 − t)y1 + tyk, yk+1, . . . , yn)T (B.4)

と定義すると，T1y = (x1, y
′) となる．さらに以下に示すように x′ � y′ となる

ので，帰納法の仮定より，適切に T変換 Tf , . . . , T2 を選ぶと，Tf . . . T2y
′ = x′

となる．従って，Tf . . . T2T1y = Tf . . . T2(x1, y
′) = (x1, x

′) = x となり題意

を得る．以下，x′ � y′ を示す．2 ≤ m ≤ k − 1 となる整数 m について

m∑
j=2

xj ≤
m∑
j=2

yj (B.5)

となる．さらに k ≤ m ≤ n となる場合には

m∑
j=2

y′j =


k−1∑
j=2

yj


+ (1 − t)y1 + tyk +


 m∑
j=k+1

yj




=


 m∑
j=1

yj


− ty1 + (t− 1)yk =

m∑
j=1

yj − x1 ≥
m∑
j=1

xj − x1 =
m∑
j=2

xj

となり，x′ � y′ を得る．

次に 2©⇒ 3©を示す．２重確率遷移行列 A1, A2 の積 A1A2 も２重確率遷移行

列になる．さらに，T 変換は２重確率遷移行列になるので， 3©が得られる．
さらに 3©⇒ 1©を示す．任意の整数 k と任意の 1 から d までの k 個の整数の

組 i1, . . . , ik について，
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k∑
t=1

d∑
j=1

xit,jaj ≤
k∑
j=1

a↓j

となることを示せば十分である．これは
∑d
j=1

∑k
t=1 x

it,j = k かつ，各 j に

ついて
∑k
t=1 x

it,j ≤ 1 であることから示せる．

さらに 2©⇒ 4©を示す．はじめに簡単のため，d = 2 の場合は，

B =

(
(y1/y2)

2−(x2/x1)(y1/y2)
(y1/y2)2−1

(y1/y2)(x1/x2)−1
(y1/y2)2−1

(x2/x1)(y1/y2)−1
(y1/y2)2−1

(y1/y2)
2−(y1/y2)(x1/x2)
(y1/y2)2−1

)
(B.6)

とおくと，条件よりこれが確率遷移行列であることが確かめられる．そして，(
(y1/y2)

2−(x2/x1)(y1/y2)
(y1/y2)2−1 x1

(y1/y2)(x1/x2)−1
(y1/y2)2−1 x2

)
=

(y1/y2)x1 − x2

(y1/y2)2 − 1

(
(y1/y2)

1

)
(

(x2/x1)(y1/y2)−1
(y1/y2)2−1 x1

(y1/y2)
2−(y1/y2)(x1/x2)
(y1/y2)2−1 x2

)
=

(y1/y2)x2 − x1

(y1/y2)2 − 1

(
1

(y1/y2)

)

となることから，B1 ◦ x ≈ B2 ◦ x ≈ y となることが確認できる．

この事実から k, l 成分 (k < l)についての t により定義される T 変換 T0

について x = T0y となるときは，(
b1,k b1,l

b2,k b2,l

)
=

(
(yk/yl)

2−(xl/xk)(yk/yl)
(yk/yl)2−1

(yk/yl)(xk/xl)−1
(yk/yl)2−1

(xl/xk)(yk/yl)−1
(yk/yl)2−1

(yk/yl)
2−(yk/yl)(xk/xl)
(yk/yl)2−1

)

b1,i =
(yk/yl)xk − xl

(yk/yl) − 1
, b2,i =

(yk/yl)xl − xk
(yk/yl) − 1

if i �= k, l

とおくと，B1 ◦ x ≈ B2 ◦ x ≈ y となることが確認できる．

さらに，2つの確率遷移行列 B,C に対して，y ≈ (Bj)∗ ◦ x, z ≈ (Ci)∗ ◦ y
(i, j は任意) となるとき，適当な置換 sj を選ぶと，

y ∝ s(j)((Bj)∗ ◦ x)

となる．（ここで置換 s(j) とそれを表す行列を同一視した．）したがって，

s(j)∗ = (s(j))−1 であるから，

z ≈(Ci)∗ ◦ y = s(j)
(
((s(j))−1(Ci)∗) ◦ (s(j))−1y

)
∝s(j) (((s(j))−1(Ci)∗) ◦ (Bj)∗ ◦ x) = s(j)

(
(Cis(j))∗ ◦ (Bj)∗ ◦ x)

=s(j)
(
(Cis(j))∗ ◦ (Bj)∗ ◦ x) ≈ (Cis(j))∗ ◦ (Bj)∗ ◦ x

したがって，∑
i,j

(Cis(j))∗ ◦ (Bj)∗ =
∑
j

(
∑
i

Cis(j))∗ ◦ (Bj)∗

=
∑
j

(e∗s(j))∗ ◦ (Bj)∗ =
∑
j

e ◦ (Bj)∗ =
∑
j

(Bj)∗ = e
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となるので，(Di,j)∗ def= (Cis(j))∗ ◦ (Bj)∗ （i, j で一つの行を指定しているこ

とに注意）で定義される行列 D は確率遷移行列となり，

(Di,j)∗ ◦ x = z (B.7)

を満たす．この事実と先に示したことから， 2©⇒ 4©が得られる．
最後に 4©⇒ 1©を示す．これには，任意の整数 k に対して，さらに，正の実数

を成分にもつ d 次元のベクトル c = (ci) で

ci ≤ 1,
d∑
i=1

ci = k,

k∑
j=1

yij ≥
k∑
j=1

x↓j (B.8)

となるものが存在することを示せば十分である．そのために，異なる k 個の整

数 i1, . . . , ik で

k∑
j=1

x↓j =
k∑
j=1

xij

を選ぶ．ここで j に応じて置換 s(j) と正の実数 dj を (Bj)∗ ◦ x = djs(j)y と

なる．
∑d
j=1 dj = 1 となることに注意．そして，

d∑
j=1

bj,ixi = xi

となるので，

k∑
j=1

xij =
d∑
t=1

k∑
j=1

bt,ijxij =
d∑
t=1

k∑
j=1

dt(s(t)y)ij =
d∑
t=1

k∑
j=1

d∑
l=1

dts(t)ij ,lyl

を得る．

k∑
j=1

s(t)ij ,l ≤ 1,
d∑
l=1

k∑
j=1

s(t)ij ,l = k

なので，
∑
t dt = 1 であることに注意すると，

∑
t

k∑
j=1

dts(t)ij ,l ≤ 1,
d∑
l=1

∑
t

k∑
j=1

s(t)ij ,l = k

となり，(B.8)を満たすベクトル c = (ci) の存在が示せた． □

B.3 定理 8.3の証明

ρ を HA ⊗HB 上の separable な状態とする。すると適当な HA のベクト
ルの組 ui と HB のベクトルの組 vi を選ぶと ρ =

∑
i |ui ⊗ vi〉〈ui ⊗ vi| =∑

j λj |ej〉〈ej | となる．なお，右辺は ρ の対角化である．このとき，補題 A.4
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より，等長行列 W = (wi,j) で，ui ⊗ vi =
∑
j wi,j

√
λjej となるものが取れ

る．W ∗W = I となることから，

∑
i

w∗
i,jui ⊗ vi =

√
λjej (B.9)

となる．同様に，TrB ρ の対角化を TrB ρ =
∑
k λ

′
k|fk〉〈fk| とすると，等長行

列 W ′ = (w′
i,k) で，ui =

∑
k w

′
i,k

√
λ′kfk となるものが取れ，(B.9)に代入す

ると，

√
λjej =

∑
i

∑
k

w′
i,kw

∗
i,j

√
λ′kfk ⊗ vi

を得る．両辺のノルムを取ると，

λj =
∑
k

Dj,kλ
′
k, Dj,k

def=


∑
i,i′

w′
i,kw

∗
i,j(w

′
i′,k)

∗wi′,j〈vi′ |vi〉



を得る．定理 8.2の条件 3©より，Dj,k が２重確率遷移行列であることが示せる
と，(λ′k) � (λj) を得る．
∑
i,i′

w′
i,kw

∗
i,j(w

′
i′,k)

∗wi′,j〈vi′ |vi〉

 =

〈∑
i′

w′
i′,kw

∗
i′,jvi′

∣∣∣∣∣
∑
i

w′
i,kw

∗
i,jvi

〉
≥ 0

であり，W ′∗W ′ = I,W ∗W = I であることから，

∑
k


∑
i,i′

w′
i,kw

∗
i,j(w

′
i′,k)

∗wi′,j〈vi′ |vi〉

 =

∑
i,i′

δi,i′w
∗
i,jwi′,j〈vi′ |vi〉

=
∑
i

w∗
i,jwi,j = 1

を得る．同様に
∑
j Dj,k = 1 を示すことができるので，Dj,k が２重確率遷移

行列であることがわかる．

B.4 混合状態の場合での定理 8.8の証明

次に一般の状態 ρ について (8.66)の ≤ を示す．S-TP-CP 写像 κ の Kraus

表現を {EA,i ⊗ EB,i}i とする．このとき，

κ(‖L〉〈L‖) =
∑
i

(EA,i ⊗ EB,i) ‖L〉〈L‖ (EA,i ⊗ EB,i)
∗

となる．ここで

p′i
def= Tr (EA,i ⊗ EB,i) ‖L〉〈L‖ (EA,i ⊗ EB,i)

∗

p′i|yi〉〈yi| = (EA,i ⊗ EB,i) ‖L〉〈L‖ (EA,i ⊗ EB,i)
∗
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となるように yi を選ぶ．系 8.1より，適当に ρ の確率的な分解 {(pi, xi)} を
選ぶと，

F (κ(‖L〉〈L‖), ρ) =
∑
i

√
pip′i|〈xi|yi〉|

となる．先ほどと同じ理由により，yi の Schmidt ランクは 高々L であるので，

|〈xi|yi〉| ≤
√
P (xi, L) (B.10)

となる．よって，Schwarz の不等式より，

F (κ(‖L〉〈L‖), ρ) ≤
∑
i

√
pip′i

√
P (xi, L)

≤
√∑

i

p′i

√∑
i

piP (xi, L) =
√∑

i

piP (xi, L) (B.11)

となり，(8.66)の ≤ を得る．
逆に，Schmidt ランクが高々 L となる yi で (B.10)で等号を達成し，

p′i =
piP (xi, L)∑
j pjP (xj , L)

のとき，(B.11)で等号が成立するので，よって定理 8.4より，(8.64)の右辺を

達成する，１方向の LOCC が存在する．

B.5 混合状態の場合での定理 8.9の証明

B.5.1 順定理の証明

(8.63)と補題 A.1より，(8.72) の 2つの目の等号は成立する．したがって，

以下では１つ目の等号のうち ≤ の部分を示す．はじめに R > Ef (ρ) とすると，

min
(pi,xi)

{∑
i

pi(1 − P (xi, [enR]))

∣∣∣∣∣
∑
i

pi|xi〉〈xi| = ρ⊗n
}

が指数的に 0 に収束することを示す．この値が 0 に収束することと (8.66)に

右辺の √ 内の値が 1 に収束することとは同値であるので、以下ではこの値に

注目する。そのために R >
∑
i piE(|xi〉〈xi|) となる分解 {(pi, xi)} を選ぶ。

そして ρi
def= TrB |xi〉〈xi| とすると，(8.67)より，

∑
i

piP (xi, [eR]) ≤
∑
i

pie
log Tr ρ

1−s
i

−sR

1−s

となる．特に log Tr(ρi⊗ρj)
1−s−2sR

1−s = log Tr ρ1−s
i −sR

1−s +
log Tr ρ1−s

j −sR
1−s となること

から，in def= (i1, . . . , in)に対して，xnin
def= xi1⊗· · ·⊗xin , ρnin

def= ρi1⊗· · ·⊗ρin ,

とおくと，
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∑
in

pninP (xnin , [e
nR]) ≤

∑
in

pnine
log Tr(ρn

in )1−s−snR

1−s

=
(∑

i

pie
log Tr ρ

1−s
i

−sR

1−s

)n
(B.12)

を得る．なお，pn は p の独立同一分布である．以下の式の左辺の log 内は

s = 0 のとき，1となることに注意すると，

lim
s→0

1
s

log
(∑

i

pie
log Tr ρ

1−s
i

−sR

1−s

)
=

d

ds
log
(∑

i

pie
log Tr ρ

1−s
i

−sR

1−s

)∣∣∣∣∣
s=0

=
∑
i

pi(H(ρi) −R) < 0

を得る．したがって，適当な 1 > s0 > 0を取ると，log
(∑

i pie
log Tr ρ

1−s0
i

−s0R

1−s0

)
< 0となるので，(B.12)の右辺は指数的に 0に近づく．よって，Ec(ρ) ≤ Ef (ρ)

を得る．同様にして，Ec(ρ⊗k) ≤ Ef (ρ⊗k) を得る．

次に n に対して，(mn − 1)k ≤ n ≤ mnk となるように数列 {mn} を選ぶ．
そして、(HA ⊗HB)⊗mnk−n についての部分トレースを Cn で表すとすると，

Om, Lm に対して，

F(ρ⊗mnk, Omn(‖Lmn〉〈Lmn‖))≥F(ρ⊗n, Cn◦Omn(‖Lmn〉〈Lmn‖))

(B.13)

が成り立つ。それゆえ，(B.13)の左辺が 0 に収束するのであれば，右辺も 0 に

収束する．さらに，

lim
1
n

logLmn =
1
k

limm→∞
1
m

logLm

となることと，Cn が局所量子操作であることと Ec(ρ⊗k) ≤ Ef (ρ⊗k) となる

ことから，

Ec(ρ) ≤ Ec(ρ⊗k)
k

≤ Ef (ρ⊗k)
k

となる．したがって，infk を考えることにより (8.72)の ≤ の部分を得る．

B.5.2 逆定理の証明

この定理を示すために，以下の補題を準備する．

補題 B.1 確率分布 p = {pi}di=1 に対して次の式が成り立つ．

d∑
i=L+1

p↓i ≥
H(p) − logL− log 2
log(d − L) − logL

(B.14)
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証明: ２重確率遷移行列 A = (ai,j):

ai,j
def=




1
L if i, j ≤ L
1
d−L if i, j > L

0 otherwise

による像，Ap は (Ap)i =

{
P (p,L)
L if i ≤ L

1−P (p,L)
d−L if i > L

となる．したがって、定

理 8.2の条件 3©より，Ap � p となるので，

H(p) ≥ H(Ap) = −P (p, L) log
P (p, L)

L
− (1 − P (p, L)) log

1 − P (p, L)
d− L

を得る．そして，2値エントロピー h(x) は log 2 より小さいので，

P c(p, L)(log(d − L) − logL) + log 2

≥P c(p, L)(log(d − L) − logL) + h(P (p, L)) ≥ H(p) − logL

となり，(B.14)を得る． □

以下この補題 B.1を用いて定理 8.9の ≥ の部分を示す．S-TP-CP 写像の列

{On} と最大エンタングルド状態の列 {‖Ln〉}で

F (On(‖Ln〉〈Ln‖), ρ⊗n) → 1 (B.15)

を満たすものを考える．定理 8.8の (8.65)と (8.66)及び補題 B.1を組み合わ

せることにより，

1 − F 2(On(‖Ln〉〈Ln‖), ρ⊗n)

≥ min
(pi,xi)

{∑
i

piP
c(xi, Ln)

∣∣∣∣∣
∑
i

pi|xi〉〈xi| = ρ⊗n
}

≥ min
(pi,xi)

{∑
i

pi
E(|xi〉〈xi|) − logLn − log 2

log(dn − Ln) − logLn

∣∣∣∣∣
∑
i

pi|xi〉〈xi| = ρ⊗n
}

=
Ef (ρ⊗n) − logLn − log 2
log(dn − Ln) − logLn

=
Ef (ρ⊗n)

n − logLn

n − log 2
n

log(dn−Ln)
n − logLn

n

を得る．(B.15)と補題 A.1を用いると，

0 = lim
(

log(dn − Ln)
n

− logLn
n

)(
1 − (F (On(‖Ln〉〈Ln‖), ρ⊗n)

)2)

≥ lim
(
Ef (ρ⊗n)

n
− logLn

n
− log 2

n

)
= lim

Ef(ρ⊗n)
n

−lim
logLn
n

となり、以下の式が得られ、定理 8.9が示された。

lim
Ef (ρ⊗n)

n
≤ lim

logLn
n

≤ lim
logLn
n

≤ Ec(ρ).
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B.6 補題 9.4の証明

テキストに与えた補題 9.4 は若干のミスを含んでおり，以下では代わりに次

の補題 B.2を示す．なお，最終的な定理 9.7についてはこの補題 B.2 から示す

ことができる．

補題 B.2 κをHA から HB への TP-CP写像とし，M,Lを dimHA ≥ ML

となる任意の整数とする．また，HE を κ の環境系とする．そして，HA の
正規直交基底 {ux}x∈X を選び，X 上の 確率分布 p に注目し，WB,x

def=

κ(ux),WE,x
def= κE(ux) とし，v を WE,p の固有値の数とする。すると、以下

の条件を満たす CM から HA への等長写像 V と HB から CM への TP-CP

写像 ν が取れる。

1 − Fe(ρmix, ν ◦ κ ◦ κV )

≤32
∑
x

p(x)TrWB,x{WB,x −MLWB,p < 0}

+ 16MLTrWB,p{WB,x −MLWB,p ≥ 0}

+ 4
√∑

x

p(x)TrWE,x{κWE,p(WE,x) − CWE,p ≥ 0} +

√
Cv

L
.

(B.16)

この補題を示すために，定理 9.6の証明と同様の議論を用いる．すなわち，

ML 個の X の要素 {xm,l}(m,l)∈{1,... ,M}×{1,... ,L} と POVM {Ym,l} を取るこ
とができる．（この場合，必ずしも xm,l が互いに全て異なるとは限らない．）

8
ML

∑
m,l

εB,m,l +
1
M

M∑
m=1

εE,m ≤ ((B.16)の右辺)

εB,m,l
def= 1 − TrWB,xm,jYm,l, εE,m

def=

∥∥∥∥∥ 1
L

L∑
l=1

WE,xm,l
−
∑
x

pxWE,x

∥∥∥∥∥
(B.17)

以下この議論を次の補題B.3に結びつけて示すが，ここで選んだ，xm,l は重

複している場合もあるが，補題 B.3を適用するには，これらが異なる必要があ

る．このために，xm,l の中で重複のあったものついては，同じ xm,l のうち１

つを除いて，X \ {xm,l} の要素から，重複が無いように選ぶ．このようにして
構成されたものを新たに x′m,l と記すことにする．さらに，POVM についても

{Ym,l} を次にように変形する．

Y ′
m,l

def=



∑
xm′,l′=xm,l

Ym′,l′ xm,l = x′m,l

0 xm,l �= x′m,l

このとき，(B.17)と同様に誤り確率を ε′B,m,l と記すと，
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∑
m,l

εB,m,l =
∑
m,l

ε′B,m,l

が成り立つ．また，{xm,l �= x′m,l} の要素の数であるが，これは，
∑
m,l ε

′
B,m,l

以下である．したがって，

1
M

M∑
m=1

∥∥∥∥∥ 1
L

L∑
l=1

WE,xm,l
− 1
L

L∑
l=1

WE,x′
m,l

∥∥∥∥∥ ≤ 2
ML

∑
m,l

εB,m,l

となる．

すなわち，{x′m,l} と Y ′
m,l の組について ε′E,m を (B.17)と同様に定義する

と，以下を満たすことが確認できる．

6
ML

∑
m,l

ε′B,m,l +
1
M

M∑
m=1

ε′E,m ≤ ((B.16)の右辺)

よって，ux′
m,l
を以下の補題 B.3に適用することで，補題 B.2を得る．

補題 B.3 HA の 互 い に 直 交 す る ML 個 の 長 さ 1 の

ベ ク ト ル {uAm,l}(m,l)∈{1,... ,M}×{1,... ,L} HA から HB ⊗HE への等長な
写像 UB,EA と HB 上の POVM Y = {Ym,l}(m,l)∈{1,... ,M}×{1,... ,L} を考える．

なお UB,EA によって定義される HA からHB への TP-CP 写像を κ とする．

このとき，HE 上の状態 WE に対して，

εBm,l
def= 1 − TrUB,EA |uAm,l〉〈uAm,l|(UB,EA )∗(Ym,l ⊗ IE) (B.18)

εEm
def=

∥∥∥∥∥
(

1
L

L∑
l=1

WE
m,l

)
−WE

∥∥∥∥∥
1

, WE
m,l

def= TrB U
B,E
A |uAm,l〉〈uAm,l|(UB,EA )∗

(B.19)

とおく．

このとき，M 次元空間 HC def= 〈uC1 , . . . , uCM 〉, HD def= 〈uD1 , . . . , uDM 〉 に対
して，以下の方法で確率変数 α = (α1, . . . , αM ) に応じて HC から HA への
符号化 τα 及びHB から HD への復号化 να を選ぶと，

1 − EαFe(ρmix,C , να ◦ κ ◦ τα) ≤ 6
ML

∑
m,l

εBm,l +
1
M

∑
M

εEm (B.20)

を満たす．なお，αm (m = 1, . . .M) はそれぞれ 0 から L − 1 までの整数に

一様な確率で値を取る互いに独立な確率変数とする．また，HC と HD は自然
な対応 uCm �→ uDm の下で同一視することとする．

以下，τα 及び να の構成を与える．HC から CHA への等長な写像 UAC,α を

UAC,αu
C
m

def=

(
uAm,α

def=
L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuAm,l

)
(B.21)

で定義し，τα を τα(ρ)
def= UAC,αρ(U

A
C,α)

∗ で与えることとする．
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次に，HB を含む空間 HB′ をWE の純粋状態化 û ∈ HE ⊗HB′ が取れる

ように十分広く取る．そして，HB から HB ⊗HD への等長写像 UB,DB ，HB′

上のユニタリ行列 UB
′

m,α，及び HB′ ⊗HD 上のユニタリ行列 UB
′,D

α を以下を

満たすようにとる．

〈uDm|UB,DB ρ(UB,DB )∗|uDm〉 = Tr ρYm Ym
def=

L∑
l=1

Ym,l (B.22)

UB
′

m,α
def= argmax

U
|〈uDm ⊗ (U∗ ⊗ IE)û|UB,DB UB,EA uAm,α〉| (B.23)

UB
′,D

α
def=

M∑
m=1

|uDm〉〈uDm| ⊗ UB
′

m,α. (B.24)

なお，１つ目の条件 (B.22) は UB,DB が {Ym}Mm=1 の Nǎimark 拡張を与える

ことに他ならない．さらに，〈uDm⊗ ((UB
′

m,α)
∗ ⊗ IE)û|UB,DB UB,EA uAm,α〉 が非負

の実数になるように UB
′

m,α を選ぶこととする．そして，να を以下で与える．

να(ρ)
def= TrB′ UB

′,D
α UB,DB ρ(UB,DB )∗(UB

′,D
α )∗. (B.25)

証明: HC の環境系をHR def= 〈uR1 , . . . , uRM 〉 とすると，

EαFe(ρmix,C , να ◦ κ ◦ τα)

=EαF

(
1√
M

M∑
m=1

uRm ⊗ uCm, να ◦ κ ◦ τα
(

1√
M

M∑
m=1

uRm ⊗ uCm

))

≤F
((

1√
M

M∑
m=1

uRm ⊗ uCm

)
⊗ û,

1√
M

M∑
m=1

uRm ⊗ UB
′,D

α UB,DB UB,EA uAm,α

)

=

∣∣∣∣∣
〈

1√
M

M∑
m′=1

uRm′ ⊗ uCm′ ⊗ û

∣∣∣∣∣ 1√
M

M∑
m=1

uRm ⊗ UB
′,D

α UB,DB UB,EA uAm,α

〉∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1
M

M∑
m=1

〈
uCm ⊗ û

∣∣∣UB′,D
α UB,DB UB,EA uAm,α

〉∣∣∣∣∣
=

1
M

M∑
m=1

〈
uCm ⊗ û

∣∣∣UB′,D
α UB,DB UB,EA uAm,α

〉

=
1
M

M∑
m=1

F (UB,DB UB,EA uAm,α, u
C
m ⊗ (UB

′
m,α)

∗û) (B.26)

を得る．以下 1−F (UB,DB UB,EA uAm,α, u
C
m⊗ (UB

′
m,α)∗û) を評価することにする．

なお，以下では関係式 b2(ρ, σ) = 1−F (ρ, σ)は頻繁に用いられるので注意．こ

の評価のために，空間 HB′ を含む十分大きい空間 HB′′ とm に応じた HB′′

上の PVM Em = {Eml }Ll=1 を
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Tr ρYm,l(= Tr
√
Ymρ

√
Ym(

√
Ym)−1ρYm,l(

√
Ym)−1)

=Tr(|uDm〉〈uDm| ⊗ Eml )UB,DB ρ(UB,DB )∗(
= Tr(ID ⊗ Eml )(|uDm〉〈uDm| ⊗ IB)UB,DB ρ(UB,DB )∗(|uDm〉〈uDm| ⊗ IB)

)
を満たすように選ぶ，そして，HB′′,E 上の長さ 1 のベクトルを uB

′′,E
m,l を

uDm ⊗ uB
′′,E
m,l

def=
1√

1 − εEm,l

(|uDm〉〈uDm| ⊗ Eml )UB,DB UB,EA uAm,l

とし，

UB
′′

m,α
def= argmax

U
F

(
1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuDm ⊗ uB
′′,E
m,l , uCm ⊗ (U)∗û

)

とすると，

b2(UB,DB UB,EA uAm,α, u
C
m ⊗ (UB

′
m,α)

∗û) ≤ b2(UB,DB UB,EA uAm,α, u
C
m ⊗ (UB

′′
m,α)

∗û)

≤2b2
(

1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuDm ⊗ uB
′′,E
m,l , uCm ⊗ (UB

′′
m,α)

∗û

)

+ 2b2
(
UB,DB UB,EA uAm,α,

1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuDm ⊗ uB
′′,E
m,l

)
(B.27)

が成り立つ．以下 (B.27)の第 1項を評価する．

TrB′′

∣∣∣∣∣ 1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuB
′′,E
m,l

〉〈
1√
L

L∑
l′=1

e(2l
′αmπi)/LuB

′′,E
m,l′

∣∣∣∣∣
=TrB′′

L∑
l′′=1

(Eml′′ ⊗ IE)
1
L

L∑
l=1

L∑
l′=1

e(2(l−l
′)αmπi)/L

∣∣∣uB′′,E
m,l a

〉〈
uB

′′,E
m,l′

∣∣∣ (Eml′′ ⊗ IE)

=TrB′′

L∑
l=1

1
L

∣∣∣uB′′,E
m,l

〉〈
uB

′′,E
m,l

∣∣∣
と UB

′′
m,α の定義に注意して，補題 8.2を用いると，

b2

(
1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuDm ⊗ uB
′′,E
m,l , uCm ⊗ (UB

′′
m,α)

∗û

)

=b2
(

1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuB
′′,E
m,l , (UB

′′
m,α)

∗û

)

=b2
(

TrB′′

L∑
l=1

1
L

∣∣∣uB′′,E
m,l

〉〈
uB

′′,E
m,l

∣∣∣ ,WE
)

≤2b2
(

TrB′′

L∑
l=1

1
L

∣∣∣uB′′,E
m,l

〉〈
uB

′′,E
m,l

∣∣∣ , L∑
l=1

1
L

TrB,D
∣∣∣UB,DB UB,EA uAm,l

〉〈
UB,DB UB,EA uAm,l

∣∣∣
)

+ 2b2
(
L∑
l=1

1
L
WE
m,l,WE

)
(B.28)
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を得る．なお，ここで TrB,D
∣∣∣UB,DB UB,EA uAm,l

〉〈
UB,DB UB,EA uAm,l

∣∣∣ = WE
m,l と

なることを用いた．(B.28)の第 2項については，(5.22)より，

b2

(
L∑
l=1

1
L
WE
m,l,WE

)
≤ 1

2

∥∥∥∥∥
L∑
l=1

1
L
WE
m,l −WE

∥∥∥∥∥
1

≤ 1
2
εEm (B.29)

を得る．さらに，(B.28)の第 1項については，

b2

(
TrB′′

L∑
l=1

1
L

∣∣∣uB′′,E
m,l

〉〈
uB

′′,E
m,l

∣∣∣ , L∑
l=1

1
L

TrB,D
∣∣∣UB,DB UB,EA uAm,l

〉〈
UB,DB UB,EA uAm,l

∣∣∣
)

≤
L∑
l=1

1
L
b2
(
TrB′′

∣∣∣uB′′,E
m,l

〉〈
uB

′′,E
m,l

∣∣∣ ,TrB′′,D

∣∣∣UB,DB UB,EA uAm,l

〉〈
UB,DB UB,EA uAm,l

∣∣∣)

≤
L∑
l=1

1
L
b2
(
uDm ⊗ uB

′′,E
m,l , UB,DB UB,EA uAm,l

)
=

L∑
l=1

1
L

(
1 −

√
1 − εBm,l

)
≤

L∑
l=1

1
L
εBm,l

(B.30)

となる．ここでTrB′′

∣∣∣uB′′,E
m,l

〉〈
uB

′′,E
m,l

∣∣∣ = TrB′′,D

∣∣∣uDm ⊗ uB
′′,E
m,l

〉〈
uDm ⊗ uB

′′,E
m,l

∣∣∣
を用いた．次に (B.27)の第 2項を評価する．

EαF

(
UB,DB UB,EA uAm,α,

1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuDm ⊗ uB
′′,E
m,l

)

=Eα

〈
1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LUB,DB UB,EA uAm,l,
1√
L

L∑
l=1

e(2lαmπi)/LuDm ⊗ uB
′′,E
m,l

〉

=
1
L

L∑
l=1

L∑
l′=1

(Eαe(2(l−l
′)αmπi)/L)

〈
UB,DB UB,EA uAm,l′ , u

D
m ⊗ uB

′′,E
m,l

〉

=
1
L

L∑
l=1

〈UB,DB UB,EA uAm,l, u
D
m ⊗ uB

′′,E
m,l 〉

=
1
L

L∑
l=1

〈
UB,DB UB,EA uAm,l,

1√
1 − εEm,l

(|uDm〉〈uDm| ⊗ Eml )UB,DB UB,EA uAm,α

〉

=
1
L

L∑
l=1

√
1 − εEm,l ≥

1
L

L∑
l=1

(1 − εEm,l) (B.31)

したがって，(B.26)に (B.27),(B.28),(B.29), (B.30),(B.31)を組み合わせるこ

とで，(B.20)を得る． □

B.7 補題 10.3の証明

次に補題 10.3の証明のために以下の補題を示す．

補題 B.4 X から S(K) への写像として visible な符号器は表されるが，T, T ′

について凸結合
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(λT + (1 − λ)T ′)(x) def= λT (x) + (1 − λ)T ′(x), 0 < ∀λ < 1

を考えると，visible な符号器のなす集合は凸集合になり，その端点（定義につ

いては A.4節を見よ．）の集合は

{T |T (x) は純粋状態 ∀x ∈ X } . (B.32)

と一致する．

証明: 各 x に対して，T (x) が純粋状態になるとき，符号器 T を異なる

符号器の凸結合で表すことは不可能なので，T は端点である．したがって，任

意の visible な符号器 T (x) =
∑
jx
sjx |φjx〉〈φjx | が上の条件を満たす符号器

の凸結合で表されることを示せば十分である．そのために，visible な符号器

T (j1, j2, . . . , jn) を

T (j1, j2, . . . , jn|i) = |φjx〉〈φjx |

で定義すると，これは (B.32)に属する．従って，T =
∑
j1,j2,... ,jn

sj1sj2 · · · sjn
T (j1, j2, · · · , jn) となることから，補題を得る． □

さらに補題 10.3の証明には以下の補題が必要となる。この補題は 8.4節でエ

ンタングルメントの観点から証明される定理 8.3と同値な内容である。

補題 B.5 ρ ∈ S(HA ⊗HB) が separable であるとき，任意の整数 k につい

て不等式

max{TrPρA|P : HA上の射影, rankP = k}
≥max{TrPρ|P : HA ⊗HB上の射影, rankP = k}

が成立する．

補題 10.3の証明: 補題 B.4より，(B.32)に属す visible な符号 T に対

して，(10.13)を示せば十分である．定理 5.1の条件 6©より，H と同じ次元の
空間 H′ と H′ ⊗H 上の純粋状態 ρ0 と K ⊗H′ ⊗ H 上のユニタリ行列 U を

適切に選ぶと，ν(ρ) = TrK,H′ U(ρ⊗ ρ0)U∗ となり，

ρx
def=

(Wx ⊗ I)U (T (x)⊗ ρ0)U∗ (Wx ⊗ I)
TrU (T (x)⊗ ρ0)U∗ (Wx ⊗ I)

∈ S(K ⊗H⊗H′)

は純粋状態となる。さらに、UT (x) ⊗ ρ0U
∗ が純粋状態であり，(Wx ⊗ I) が

射影であることに注意すると，

Tr ν(T (x))Wx=TrUT (x)⊗ρ0U
∗ (Wx ⊗ I)=TrU(T (x)⊗ρ0)U∗ρx

(B.33)

が成り立つ．TrK,H′ ρx = Wx であるから，ρx は適切に純粋状態 σx ∈ S(K⊗H′)

を選ぶことにより，ρx = Wx ⊗ σx と書ける．したがって，状態 ρp
def=∑

i∈X p(x)ρx =
∑
x∈X p(x)Wx ⊗ σx は separable となり，Wp = TrH,K′ ρp
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を満たす．IK ≥ T (x) であるから，U (IK ⊗ ρ0)U∗ ≥ U (T (x) ⊗ ρ0)U∗ が成

り立つ．それゆえ，(B.33)より，
∑
x∈X

p(x)Tr ν(T (x))Wx =
∑
x∈X

p(x)TrH TrK⊗H′ U (T (x) ⊗ ρ0)U∗ρx

≤
∑
x∈X

p(x)TrU (IK ⊗ ρ0)U∗ρx = TrU (IK ⊗ ρ0)U∗ρp (B.34)

が成り立つ．さらに，関係式 I ≥ U (IK ⊗ ρ0)U∗ ≥ 0 と TrU (IK ⊗ ρ0)U∗ =

Tr IK = dimK から，

TrU (IK ⊗ ρ0)U∗ρp ≤ max

{
TrPρp

∣∣∣∣∣ P : K ⊗H⊗H′上の射影,

rankP = dimK

}

≤max{TrPWp|P : H上の射影, rankP = dimK} (B.35)

が得られる．なお，(B.35)は ρp が separable であることと，補題 B.5より得

られる．特に H 上の射影 P は

Tr(Wp − a)P ≤ Tr(Wp − a){Wp − a ≥ 0}

を満たし，P の rank が dimK であれば (TrP = dimK であれば)，

TrWpP ≤ a dimK + TrWp{Wp − a ≥ 0}. (B.36)

となる．(B.34), (B.35), (B.36)から

1 − ε(Ψ) =
∑
x∈X

p(x)Tr ν(T (x))Wx

≤max{TrPWp|P : H上の射影 , rankP = dimK}
≤a dimK + TrWp{Wp − a ≥ 0}

となり (10.13)を得る． □
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