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まえがき

歴史的に見て統計力学の目的は非平衡現象を記述することであった．非平衡現象そのものは多彩

であるが，それだけに現象を記述する非平衡統計力学の一般論が完成しておらず，個別論に陥りや

すい．また個別論として考えると応用の機会は広汎にあり，同時に多くの場合は長い込み入った計

算が必要となり，教育的でない内容に傾きがちである．そのため非平衡統計力学は大学の正課講義

で触れられる機会は少なくなっている．

2004年春から施行された京都大学理学部物理教室におけるカリキュラム改革の際に，非平衡統計

力学の必要性が指摘され，大学院生が当然マスターしておくべき事柄を学ぶ機会がない現状を是正

すべく学部及び大学院の共通講義として非平衡統計力学の講義を設置し，学生に確率論やボルツマ

ン方程式等による初等輸送論，線形応答論等を学ぶ機会を与えることになった．本書は京都大学理

学部の 4回生及び京都大学大学院理学研究科の修士 1年生用の合同講義「非平衡統計」（大学院講

義名は非平衡統計学基礎論）の講義ノートに基づいている．また大阪大学や名古屋大学での大学院

集中講義も参考になった．原則としてその場で計算すれば確認できる程度の計算しか含まれていな

いために難易度として学部生にはやや難しく，大学院生にはややくどいものとなっている．また取

り上げた内容は，講義設立の際に要請された基本的なものの他に，ここ 10年程で急速に発展した

ゆらぎの定理等の内容を自然な流れで含んでいる．その一方で人目を引くような多彩な非平衡現象

の応用例はカットせざるを得なかった．

今年はボルツマン没後 100年である．その年に，過去に名著があまたある中で改めて本書を出版

する意義があるとすれば，半年の講義で過不足なくこなせる量で基本概念を押えつつ，新しい非平

衡統計力学の息吹を感じられるところであると思う．実際にこの試みが成功しているか否かは読書

の判断に委ねる他はない．

本書を書く機会を与えてくださり，辛抱強く本書の執筆を励ましてくださった宮下精二先生とサ

イエンス社「数理科学」編集部の平勢耕介氏に感謝する．また図の作成等で河原田篤君と西野貴博

君に，また原稿を読んで有益なコメントを下さった大野克嗣氏，田崎晴明氏，渡辺宙志氏，御手洗

菜美子氏と，計算や論旨のチェックをして下さった中島千博君，三森隆広君及び藤原大資君に感謝

したい．

2006年 9月

早川　尚男



目 次

第 1章 歴史的概観 1

1.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 熱力学と不可逆性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 非平衡物理前史 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.1 マクスウェルの統計的手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.2 ボルツマンの登場と科学史論争 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 本書の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

第 2章 初等気体論とボルツマン方程式 11

2.1 平均自由行程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 粘性率の大雑把な見積り . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3 ボルツマン方程式の導入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

第 3章 H定理とエントロピー 17

3.1 H定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2 統計力学と熱力学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.1 古典論でのエントロピーの時間発展 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.2 量子力学の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3 相対エントロピー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

第 4章 ボルツマン方程式と流体方程式 27

4.1 ボルツマン方程式から流体力学へ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2 局所平衡流体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3 チャップマン・エンスコッグ法の概略 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.4 線形化ボルツマン方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.5 熱伝導率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.6 具体的計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.6.1 apq の分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.6.2 H1(χ)の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.6.3 a
(2)
11 の決定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.6.4 H(χ)と a
(1)
11 の評価 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.6.5 結果と考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.7 線形応答理論との関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47



4.8 ボルツマン方程式の導出や有限濃度系へのコメント . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

第 5章 不可逆性をもたらすもの 51

5.1 不可逆性についての考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2 エルゴード仮説と混合性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.3 カッツのリングモデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.4 微小系の熱力学と Jarzynski等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

第 6章 アインシュタインのゆらぎの理論と相反定理 64

6.1 アインシュタインのブラウン運動の理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

6.2 平衡ゆらぎの理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.3 熱力学量のゆらぎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.4 ゆらぎの時間相関 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6.5 相反定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

第 7章 ブラウン運動と揺動散逸関係式 74

7.1 ランダムウォーク . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

7.2 調和解析とウィーナー・ヒンチンの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

7.3 ランジュバン方程式とフォッカー・プランク方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7.3.1 ランジュバン方程式のノイズとスペクトル . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7.3.2 フォッカー・プランク方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.4 揺動散逸関係式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

第 8章 ゆらぎの定理 83

8.1 熱浴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

8.2 ゆらぎの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

8.2.1 ゆらぎの定理とは . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

8.2.2 TFTの証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

8.2.3 SSFTの証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.3 線形応答理論との関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

8.3.1 定常伝導系のゆらぎの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

8.3.2 グリーン・久保公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

8.4 Jarzynski等式との関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

8.5 コメント . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

第 9章 線形応答理論 97

9.1 線形応答論小史 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

9.2 線形応答論とグリーン・久保公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

9.3 FDRと KMS条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

iii



9.4 熱的摂動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

第 10章 力学からランジュバン方程式へ 110

10.1 ランジュバン方程式の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

10.2 射影演算子法と一般化されたランジュバン方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

10.3 ロングタイムテール . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

第 11章 運動論的手法の輸送現象への応用 122

11.1 有限領域の気体の熱伝導 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

11.1.1 クヌーセン効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

11.1.2 有限の伝導領域を持つ熱伝導 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

11.2 有限領域での電気伝導 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

11.2.1 ランダウアー公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

11.2.2 グリーン・久保公式によるランダウアー公式の導出 . . . . . . . . . . . . . 128

11.3 熱伝導と電気伝導のカップリング . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

11.4 まとめにかえて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

演習問題の略解 140

参考文献 156

索 引 158

iv 目 次



第 1 章

歴史的概観

本章では 19世紀にボルツマン (Boltzmann)によって非平衡統計力学が創始

される前段階での歴史をまとめる．特に不可逆な発展を予言する熱力学と可逆

な力学の間の一見した矛盾を紹介し，その研究目的を明らかにする∗1）．

1.1 はじめに

平衡状態における統計力学と熱力学は既に完成した学問体系であり，その正

しさは疑う余地のないものである．平衡熱力学で実現が予言される状態は系を

孤立させて考えた際に最もランダムであるエントロピー最大の状態であるが，

我々の生きている世界ではそこかしこに秩序があり，平衡統計力学や平衡熱力

学と異なる何かによって世の中の動きが決まっているのではないかと思わせる．

実際，シュレディンガー (Shrödinger)は彼の著書 “What is life?” の中で「生

物は負のエントロピーを食べている」という記述をしている∗2）．物理学の泰斗

によるこのような発言は，生物学やそれを支配するであろう物理学の記述には

平衡状態の熱力学とは別の論理である非平衡物理学が必要であることを示唆し

ている．

非平衡統計力学の目的は，平衡から離れた現象に対して統計力学的手法を適

用し，その一般的枠組を構成しようというものである．そもそも非平衡統計力

学は 20世紀初頭のギブス (Gibbs)による非平衡統計の完成より以前から研究さ

れているように長い歴史を持つが，未だに完成に至っていない学問である．非

平衡統計力学に関する良書は洋の東西を問わず多々あるが，何れも統一したス

タイルがないことがこの学問の未熟さと多彩さを表しているのではなかろうか．

多くの学生によって，熱力学が非平衡統計によって基礎づけられる，と多く

の場合誤解されている．実際のところ非平衡統計は熱力学第二法則のような安

*1） 本書の歴史的記述はほぼ文献 [1], [2] に依る．
*2） E. Shrödinger, What is life? (Cambridge University Press, Cambridge, 1944).



第 2 章

初等気体論とボルツマン方程式

本章では非平衡物理の中で歴史的に重要な役割を果たした初等気体論の考え

方とボルツマン方程式の導入を試みる∗1）．

2.1 平均自由行程

前章ではマクスウェルの統計力学の初等的導入の段階で終わった．いよいよ

ボルツマンが登場する訳であるが，一足飛びに彼の業績を紹介する訳にはいか

ない．ボルツマンの業績を紹介するためにはボルツマン方程式の説明が必要で

あるし，そのためには気体論の初等的な考え方に慣れておく必要がある．

前章で述べた通り，クラウジウスは衝突間に粒子が進む平均的距離として平

均自由行程を導入した．その考え方を説明するために粒子直径まで相互作用が

なく，粒子は無限に硬いというハードコア系を例に取って説明する．ハードコ

ア系の気体では，粒子は自由空間中を他の粒子の影響を受けずに速度 vで動き，

他の粒子と接触した瞬間に撃力を受ける．粒子直径は全て dとした気体系で A

粒子に着目すると，A粒子中心から半径 dの球内にB粒子の中心が入ると衝突

することになる．

図 2.1 ハードコア粒子の接触．

*1） 本章の記述はどの本にも書いてあるが，他の本を読むならば文献 [4], [5], [8]～[12] あたり
が参考になるだろう．



第 3 章

H定理とエントロピー

本章では 2章で導入したボルツマン方程式を用いて熱力学第二法則に対応し

た H定理を説明する．その上でボルツマン方程式を離れて純粋状態の力学的発

展ではエントロピーが増加しないことに触れる．また不等号の成り立つ相対エ

ントロピーを導入して考察を加える．

3.1 H定理

外力のない系のボルツマン方程式は

∂f

∂t
+ v · ∇f =

∫ ∫
dv1dσvr(f ′f ′1 − ff1) (3.1)

である．また前章と同様に (3.1)式では

f1 = f(r,v1, t), f ′1 = f(r,v′
1, t) (3.2)

という簡略化した表現を用いた．ただし分布関数が粒子の配置変数 qに依存せ

ず，空間に固定された位置変数 rに依存している点には注意すべきである．

ボルツマン方程式において熱力学第二法則に対応して成り立つのがH定理で

ある．その定理を示したボルツマン自身は H定理はエントロピー増大則を「力

学的」に示したものと考えた．しかし，確率分布関数 f を導入している時点で

ボルツマン方程式は純粋な力学的方程式とは言えず，そのため様々な議論を誘

発してしまった．

ここで断熱系における H定理を証明しておこう．H関数は∗1）

H ≡
∫ ∫

dvdrf ln f (3.3)

*1） Keith J. Laidler, “Energy and the Unexpected” (Oxford Univ. Press, 2002) に依
ると，ボルツマンはエントロピーの E を花文字で書いたものとして “H 関数” を導入し
たが，それが H と誤読されて現在に至っているとのことである．



第 4 章

ボルツマン方程式と流体方程式

本章ではボルツマン方程式そのものの性質について説明し，特に流体極限に

ついて論じる．非平衡物理の本筋から外れている上に，やや煩雑な計算を含ん

でいるので場合によっては読み飛ばして頂いても構わない∗1）．

4.1 ボルツマン方程式から流体力学へ

ここで本筋とやや離れるが，ボルツマン方程式がどういう性質を持つかをよ

り詳細に見て行こう．ボルツマン方程式が気体の運動を記述するのであれば，気

体分子の持つ平均自由行程よりずっと長いスケールでの変化を表現するマクロ

な運動も記述できるはずである．実際，このようなマクロスケールの運動を記

述する流体力学は，ボルツマン方程式から導出でき，更に粘性率や熱伝導率と

いった輸送係数も決定できる．このような輸送係数は流体力学の範囲内では決

められない．以下ではそのことを簡単に見て行こう．実際に輸送係数を決める

手続きは極めて複雑なので，比較的単純なハードコアモデルに限定して考える

ことにする．

位置 r，速度 vを持つ粒子の分布関数 f(r,v, t)の従うボルツマン方程式は，

外力のない場合に

∂tf + (v · ∇)f = J [f, f1] ≡
∫ ∫

dv1dσvr(f ′f1′ − ff1) (4.1)

と書ける．ここで J [f, f1]は分布関数 f ≡ f(v), f1 ≡ f(v1), f ′ ≡ f(v′
1),f1

′ ≡
f(v′)の間の衝突積分である．

ボルツマン方程式は複雑な積分・微分方程式なので一般に解を求めることは

容易ではない．しかし流体力学スケール L，平均自由行程 l，粒径 dの間にス

*1） 本章の内容は多くの本に紹介されている．巻末の文献では [5]～[13] あたりが参考になる．
本章では特に文献 [5] の手法を採用した．有限濃度の気体については相関効果の注意深い
取り扱いが必要である．



第 5 章

不可逆性をもたらすもの

本章では不可逆性をもたらすものについての雑駁な考察を加えた後，重要な概

念であるエルゴード性と混合性について簡単な説明を加える．また混合性を持た

ないが不可逆性を持つカッツ (Kac)のリングモデルを紹介する．更に熱力学を

充たす初期条件から発展し熱力学第二法則を充たす力学系で成り立つ Jarzynski

等式について説明する．

5.1 不可逆性についての考察

今まで数章にわたってボルツマン方程式のやや詳細まで踏み込んで議論して

きたが，また非平衡物理の本筋に戻りたい．ボルツマン方程式は歴史的に意味

があるばかりでなく，信頼度の高い優れたモデルであるが，様々な仮定に基づい

ており，その適用範囲には限界がある．より仮定の少ない立場から不可逆性に

ついて論じたい．

不可逆であることをもたらす最も本質的かつ大事なことは常に何らかの意味

で自由の逓減，粗視化といったものが関わってくる．自由落下を考えてみれば

分かる通り，一自由度の力学系は時間反転対称である．一方，統計力学で扱う

対象の殆どは大自由度系であり，多くの場合は「系」と「環境」に分かれ，そ

の間に「熱」のやりとりがある．もっとも「熱」という用語は力学の用語では

なく熱力学によって導入された用語であり，「熱」があれば不可逆というのはボ

ルツマンの本来の目的である力学的に不可逆性を導くためには何も言っていな

いのに等しい．

一方，観測問題も不可逆性の起源と切り離して論じることはできない．例え

ば実験では，一個または少数のマーカー粒子の動きを観測するのが普通であり，

その際に他の粒子の自由度は陽に扱わない．そのため他の粒子の自由度が「環

境」として扱われ，その履歴を問わないことが普通である．環境粒子を完全に

観測していない時点で情報の粗視化があり，環境とマーカー粒子の相互作用に
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アインシュタインのゆらぎの理論と
相反定理

本章からは非平衡系の最も本質的な特徴を現すゆらぎについて解説をする．

歴史に沿って一世紀前のアインシュタインのブラウン運動の理論やゆらぎの理

論からスタートすることにしよう．また後半では平衡熱力学量のゆらぎの性質

を復習し，ゆらぎの時間相関と相反定理を紹介する．

6.1 アインシュタインのブラウン運動の理論

1905 年はアインシュタインが特殊相対論，光電効果，それからブラウン運

動の理論を発表したの奇跡の年である．その三つの論文の中で，最も地味と思

われるブラウン運動の理論が最も現代的な意味を失わない理論となっている∗1）．

もともとアインシュタインのブラウン運動の理論は分子の実存を示したいと

いう動機に基づいて書かれたものである．驚くなかれ，1905年においても分子

論者はエネルゲティーテとの論争の最中であり，ボルツマンは自殺する前であっ

た．論争に決着がついたのは 1909年にペランの論文によってアインシュタイ

ン理論の正しさが実証されてからである．ペランはその業績によって 1926年

にノーベル賞を受けている．

アボガドロ数の算定には様々な方法がある．例えば 1866年にマクスウェルは

気体論から 4 × 1023 と見積り，1900年にプランクは光量子論から 6.6 × 1023

とした．しかし気体は目に見えず，まして光量子の実体がはっきりしなかった

当時には，これらの評価は分子の実在に対する決定的証拠とはなり得なかった．

ブラウン運動を用いたアボガドロ数NAの算定はその一つである．アインシュ

タインは当時，必ずしも適用範囲が自明でなかった幾つかの式を組み合わせる

*1） ブラウン運動に関連した一連の研究の原論文を英訳したものが，A. Einstein, Investi-

gations on the Theory of the Brownian Movement, Dover, 1956で容易に読める．6.1

節の議論はその本と A. Pais, ‘Subtle is Lord..’: The Science and the Life of Albert

Einstein, Michael McGoodwin, 1984 をベースにしている．
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ブラウン運動と揺動散逸関係式

本章では前章でアインシュタインが導入したブラウン運動と揺動散逸関係式の

関係をもう少し詳しく説明する．そのためにランダムウォークについて簡単に

説明し，ブラウン運動を記述するランジュバン方程式とフォッカー・プランク

方程式の関係に触れた後にランジュバン系での揺動散逸関係式（Fluctuation

Dissipation Relation：略して FDR）を説明する∗1）．

7.1 ランダムウォーク

格子間隔 lの 1次元ランダムウォークを考えよう．ランダムウォークとは格子

点上にウォーカーがいて，確率 1/2で左右のどちらかの格子点に動く確率モデ

ルである．原点から出発したウォーカーがN ステップ目に原点の右にある格子

点 nに到達するにはN ±nを偶数として (N +n)/2回だけ右に進み (N −n)/2

回を左に戻る必要がある．この条件を充たす場合の数は

N !(
N+n

2

)
!
(

N−n
2

)
!

(7.1)

であり，各ステップ毎に左右に割り振る確率 (1/2)N を考慮すればN ステップ

目にサイト nに到達する確率は

PN (n) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(

1
2

)N
N !

[(N + n)/2]![(N − n)/2]!
N ± n : 偶数

0 N ± n : 奇数
(7.2)

で与えられる．

ここでN � N − n� 1としてスターリング (Stirling)の公式

lnN ! =
(
N +

1
2

)
lnN −N − 1

2
ln(2π) +O

(
1
N

)
(7.3)

*1） 本章の内容は文献 [20]～[22] をベースにしている．
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ゆらぎの定理

前章ではランジュバン系の平衡近傍のゆらぎの持つ性質の概略を紹介した．通

常の本では，続いてより一般の系に対する揺動散逸関係式 (FDR)を紹介する

のであるが，本書ではゆらぎの定理 (Fluctuation Theorem)について先に紹介

してみよう．ゆらぎの定理は Evans, CohenとMorrisの数値計算∗1）によって

発見され，熱浴のある系については Gallavottiと Cohen∗2）によって証明が与

えられた非平衡系の新しい定理である．この定理によって可逆力学系から不可

逆的な時間発展が生じるというロシュミットのパラドックスが解決した，とい

う見方もある程影響は大きい．もっともゆらぎの定理では純粋な力学系ではな

く，熱浴とカップルした系を論じており，また詳細釣合式を仮定している．従っ

て，そこで用いられた議論にどの程度の一般性があるのかは議論の分かれると

ころだと思う．ここでは Evansと Searles∗3）に従った議論を行う．また等温系

でゆらぎの定理が成り立つ場合には Jarzynski等式を導けることを示す．

8.1 熱浴

純粋な力学系を情報損失なしで観測すると熱平衡化しないというのは既に見

た通りである．一方，系と熱浴の接触は統計力学の構成で用いられており，接

触によって系が熱平衡状態に緩和することは保証されている．熱浴を力学的モ

デルとして表現する際に使われる典型的な熱浴は三種類ある．一つはランジュ

バン熱浴である．ランジュバン方程式はよく知られているようにフォッカー・プ

ランク方程式に変換でき，その結果，必ず平衡分布へ緩和する動的モデルとなっ

ている．ランジュバン方程式ははじめから時間反転対称性を破っており，ロシュ

ミットのパラドックスを論じるのには適切でない．次に熱壁も（特に気体論で

*1） D. J. Evans, E. G. D. Cohen and G. P. Morris, Phys. Rev. Lett. 71, 2401 (1993).

*2） G. Gallavotti and E. G. D. Cohen, Phys. Rev. Lett. 74, 2694 (1995).

*3） D. J. Evans and D. J. Searles, Adv. Phys. 51, 1529 (2002).



第 9 章

線形応答理論

ここまでたびたび登場してきた線形応答理論を紹介する．ここでは電気伝導

の問題を念頭に置き，ハミルトニアンに摂動が加わった場合にどのように線形応

答理論が導かれるのかを詳細に紹介する．また線形応答理論の枠内で KMS条

件や揺動散逸関係式を議論する．最後に熱的摂動が加わったときの線形応答理

論にも触れる．

9.1 線形応答論小史

さて既に様々な形で輸送係数をカレントの時間相関関数で表現できる公式が

現れてきた．この法則は熱平衡系に外から微小な摂動を加えたときの応答論と

して一般論としてまとめることが可能である．この線形応答論によって得られた

輸送係数の表式は既に述べたボルツマン方程式によって記述できる気体に限定

されるものではなく，線形応答に限定すれば全ての系に適用できる法則である．

ここで簡単に線形応答論に至る歴史をまとめておこう∗1）．アインシュタイ

ンによるブラウン運動の理論の後，ランジュバン (P. Langevin)によってラン

ジュバン方程式が導入されたのが 1908年である∗2）．更に Johnson(1927)∗3）は

抵抗の両端に発生する揺動起電力を発見し，起電力のゆらぎと抵抗を結びつけ

る Nyquist の定理は 1928年に提案されている∗4）．この Nyquist の定理は第

二種揺動散逸関係式に他ならない．また既に触れたオンサーガーの相反定理は

1931年に発表されている∗5）．

一方，古典的なリュウビル方程式や量子論的なフォン・ノイマン方程式から粗

*1） 文献 [27], [29], [30] に沿っている．
*2） P. Langevin, C. R. Paris, 146, 530 (1908).

*3） J. B. Johnson, Nature, 119, 50 (1927).

*4） H. Nyquist, Phys. Rev. 31, 101 (1928).

*5） L. Onsager, Phys. Rev. 37, 405 (1931), ibid, 38, 2265 (1931).
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力学からランジュバン方程式へ

本章では力学からランジュバン方程式が如何なる状況で導かれるのかを説明

し，厳密にランジュバン方程式が導かれるモデルと射影演算子法による導出を

紹介する．また非平衡系の特徴であるロングタイムテールについて説明する．

10.1 ランジュバン方程式の導出

大きなコロイド粒子が流体中に浮遊しているとしよう．小さな流体粒子がラ

ンダムにコロイド粒子に衝突する．他に駆動力がない場合に，流体粒子の衝突で

コロイド粒子がランダムに運動をするのがブラウン運動である．この場合，粒

子系全体を見たらハミルトンの運動方程式に従うことが期待されるが，質量が

大きく変化の遅いサスペンションの自由度に着目するとランジュバン方程式に

従うことが期待される．遅い変数はブラウン粒子等のような自明なものの他に，

保存量，自発的に破れた対称性を示す秩序変数等が考えられるがここではブラ

ウン粒子の解ける系を例としてランジュバン方程式を導出し，その不可逆性と

散逸を論じてみよう．

1960年代に森肇や R. Zwanizig によってミクロ自由度のハミルトン系から

遅い自由度に射影することによってランジュバン方程式が導出できることが示

された．当初の理論は遅い変数の線形領域に限られていたがその後，非線形領

域も扱えるようになった．ここでは Zwanzigによって提出された解けるモデル

の例をごく簡単に紹介する∗1）．

質量M のブラウン粒子の位置，運動量を {X,P}とし，それ以外の質量m

の熱浴粒子の位置，運動量を {xj , pj} (j = 1, · · · , N)とする．この系のハミル

トニアンは

*1） R. Zwanzig, J. Stat. Phys. 9, 215 (1973).
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運動論的手法の輸送現象への応用

本章では 4章で紹介したボルツマン方程式や 9章で詳述したグリーン・久保

公式を具体的な輸送現象にどのように適用するのかを簡単に紹介する．応用に

重きを置いたために煩雑な計算が含まれており，また結論が明確でない問題に

も触れることにする．特に焦点を当てるのは有限領域の熱伝導と電気伝導，そ

れから電気伝導と熱伝導の相互の関係である．

11.1 有限領域の気体の熱伝導

4章でボルツマン方程式を用いた気体の熱伝導問題を詳しく解説した．しか

し，異なった温度を持つ二つの平衡系を有限の伝導領域で接続するという熱伝導

問題を考えると，接続による温度の不連続性が問題になる．このような温度の

とびは格子熱伝導の問題でもよく知られており，普遍的に現れる問題である∗1）．

この熱力学量の不連続性は平衡系では観測されない現象であり，平衡系の統計

熱力学を非平衡系に適用しようとするときに間違いを誘発しやすい．

11.1.1 クヌーセン効果

まず有限の伝導領域の熱伝導問題を論じる前に，異なった温度に保たれた平

衡容器を伝導領域の長さが無視できる小孔で繋いだときに生じる熱伝導現象に

ついて簡単に紹介しよう．このような現象はクヌーセン (Knudsen)効果として

知られており，多くの教科書で取り上げられている [9], [10]．

片方の容器が高温（温度 TH）に，もう片方の容器が低温（温度 TL）に保た

れているとする．その容器を，小さな断面積を持ち，長さが平均自由行程より

十分短い管で繋ぐとする．両方の容器は平衡に保たれているので速度分布関数

はそれぞれ

*1） 格子熱伝導に関しては S. Lepri, R. Livi and A. Politi, Phys. Rep. 377, 1 (2003)を
参照のこと．



演習問題の略解

2.1 z 軸方向にゆるい温度差があるとする．温度 T (z) の変化は平均自由行程 l 程

度では非常に小さいものと仮定する．z = 0の単位時間，単位面積を通過する熱量（z

成分）を q とすると，熱伝導率 κは以下の式を充たす．

q = −κ
∂T

∂z
. (A.1)

内部エネルギー εは，

ε(−l cos θ) ∼− ε(0) − l cos θ
(

∂ε

∂z

)
z=0

(A.2)

と近似でき，z = 0の単位面を単位時間あたりに通過し，角度が (θ, θ + dθ)の間にあ

る分子数は

n〈v〉 cos θ
1

2
sin θdθ. (A.3)

z = 0の面を通して，z < 0から z > 0に通過するエネルギーは

q = −1

2
〈v〉l ∂ε

∂z

∫ π

0

cos2 θ sin θdθ

= −1

3
n〈v〉l ∂ε

∂z

= −1

3
n〈v〉l ∂ε

∂T

∂T

∂z

= −1

3
C〈v〉l ∂T

∂z
. (A.4)

ただし C = ndε/dT を用いた．

気体の単位体積あたりの熱容量を C とすると，熱伝導率は，

κ =
1

3
C〈v〉l (A.5)

で与えられる．

3.1 リュウビルの定理は本書で何度も出てくる古典力学の基本的な定理である．積

分変数の変換に伴うヤコビアンが 1になることを示すだけなので，単純に行列式を計

算すれば確かに位相体積が変化しないことが分かる．しかしここでは流体力学のアナ

ロジーに則った直感的な方法に従って示してみよう．

6N 次元位相体積要素 ΔΓt を考える．ρ(Γt, t)を分布関数とすると ρΔΓt が位相体

積要素中の粒子数である．物質の保存則を考えれば
d(ρΔΓt)

dt
= 0 ⇒ dρ

dt
ΔΓt + ρ

dΓt

dt
= 0 (A.6)

が成り立つ．一方静止した位相体積要素 ΔV = a6N を考え，そのうちの 1 変数

q1 に対する断面 ΔS を「流れる」粒子数は「流速」の q1 成分 vq1 = q̇1 を用いて

[ρvq1(q1 + a, q2, · · · , p3N ) − ρvq1(q1, q2, · · · , p3N )]ΔS = ∂(ρvq1)/∂q1ΔV と表され

る．他の 6N − 1成分にも同様の式が成り立つので流体力学の連続の式と同様な
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