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まえがき
本書の目的は，超伝導理論の基礎を，その理解に必要な技術も含めて余す所なく記述することに

ある．対象としている読者層は，熱力学と量子力学を学び終えた一般の学部 3・4年生や大学院生

で，それらの学生が自習できるようにと配慮した．
超伝導は，物理学の中で最も顕著な現象の一つであり，自発的対称性の破れた系の典型例である．そ

れをみごとに解明したバーディーン –クーパー –シュリーファー理論（Bardeen–Cooper–Schrieffer

理論，略して BCS理論）は，物性物理学と統計物理学だけでなく，素粒子物理学や原子核物理学
にも大きな影響を及ぼした [1]．従って，超伝導理論をきちんと理解することにより，現代物理学の
エッセンスと手法のかなりの部分を消化・吸収できるであろうと期待できる．本書では，この超伝
導を統計力学の視点でとらえ，その数学的・論理的構造をできるだけ明快に記述したいと考えた．
超伝導に関する従来の教科書や解説記事の多くは，まず，実験事実の説明から始まり，電子格子

相互作用が引力をもたらすことを説明した後，クーパー問題と一様系のBCS理論へと進む．その前
にロンドン方程式やギンツブルグ – ランダウ理論の記述が加わることもある．確かに，この流れに
従って学んで行けば，それらの理論が超伝導の実験事実を見事に説明できているのがわかり，実用
面でも不自由はなくなる．しかし翻って，なぜ超流動性が生じるのか，なぜマイスナー効果が起こ
るのか，コヒーレンスの起源は何か，といった素朴な疑問に関しては，判然としないものを感じる
のは筆者だけであろうか？　また，このアプローチは，固体電子論を専門として選ばない人にとっ
て，取り組む際の敷居が高いように思われる．
そこで本書では，超伝導を統計力学の問題として理想気体の延長線上に置き，どのような要素が

つけ加わって対凝縮と超流動性が生じるのかを順々に明らかにすることを試みた．その過程では，
超伝導を記述するための必要な道具立て —— 第二量子化法，密度行列，ブロッホ – ドミニシスの

定理，統計力学の変分原理，等々—— を，それらの適用例と共に自己完結的に提供した．これらの
例には，普遍性があって興味深くはあるが従来の統計力学の教科書ではあまり扱われてこなかった
題材 —— 二粒子相関の計算，ランダウのフェルミ液体論，等々 —— も含まれている．その後に
展開される超伝導の扱いにおいては，多粒子系の置換対称性を実現する手段としての「第二量子化
法」を最大限に活用して，「二粒子束縛状態への対凝縮」があらわに見える形で理論を展開した．出
発点となる実空間 BCS波動関数は，レーザー光やボーズ – アインシュタイン凝縮を記述する「コ

ヒーレント状態」の自然な拡張となっており，位相のコヒーレンスが明瞭に理解できるという利点
がある．そして，非一様系や任意のクーパー対が扱える実空間で基本的な定式化を行って，基礎方
程式である「ボゴリュボフ – ドジェンヌ方程式」を導き，その適用例として BCS理論を記述した．
本書が，統計力学と超伝導を学ぶ読者のお役に立てれば，筆者のこの上ない喜びである．最後に，

和田宏氏には，本書の大部分に目を通して頂き，貴重なご助言を頂いた．ここに感謝する．

2013年 7月

北 孝文
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第 1 章

熱・統計力学のまとめ

超伝導現象は，熱力学と統計力学を量子多粒子系に適用することにより，理
論的に記述できる．そこで，学部授業の復習の意味も込めて，熱力学と統計力
学の基礎を以下にまとめる．

1.1 熱力学と山登り

熱力学は，論理の組み立てが抽象的でとっつきにくい．その難しさを軽減す
るには，地図を持った山登りを思い浮かべるのが有効であろうか．地図上では，
位置は二次元座標 (x, y)で指定され，各位置に高度 z(x, y)の情報がつけ加わっ

ている．二次元平面上で，高度の同じ点を結んだのが等高線である．図 1.1の

ような等高線を持つ山の山頂 (xP, yP)に，山麓の点 (xA, yA)から登ることを

考えよう．登山道は C1 と C2 の二つある．どちらを選ぶかにより，歩く距離
Δdは一般に異なる．しかし，登った高さ Δz は，二つの経路で同じで，始点
と終点の高度だけを用いて，Δz = z(xP, yP)− z(xA, yA)と表せる．
位置の関数としての高度 z(x, y)のように，座標を指定すれば値が決まる量の

P

A

C1
C2

x

y

図 1.1 山の等高線と二つの登山道．



第 2 章

同種多粒子系の量子力学

超伝導現象を引き起こすのは金属中の電子であり，各々の電子は質量・電荷・
スピンの大きさが全く同じである．一般に，このような同種多粒子系では，粒子
の属性が同じことに由来する「置換対称性」が存在し，粒子を仮想的に入れ替え
ても状態は区別できない．この事実が，多粒子系の量子力学に深遠な影響を及
ぼすことになる．置換対称性とスピンとの関連や，置換対称性を簡潔に記述す
る方法としての「第二量子化法」について説明する．主な結果は (2.12), (2.31),

および，(2.46)にまとめられている．先を急ぐ読者は，これらの結果を参照し
て次章に進まれたい．

2.1 置換の基礎

まず，「置換」についての数学的背景をまとめておく．以下に現れる定理 (i)–(iv)

の証明は他書に譲り [7]，ここでは定理の具体例を示すに止める．
円周上に，N 個の椅子が等間隔で配置され，時計回りに i = 1, 2, · · · , N の

番号がつけられている．「置換 (permutation)」とは，それらN 個の席に座っ

ているN 人の人が互いに席を入れ替える操作を意味し，その演算子 P̂ は

P̂ ≡
(

1 2 3 · · · N

p1 p2 p3 · · · pN

)
(2.1)

と表すことができる．ここで，第二行の piは，席 iに座っていた人が席 piに移

ることを表す．従って，各 pi は 1からN までの中の一つの値をとり，それら
の間に重複はない．相異なる P̂ の数はN !である．置換の中で，特に，各人が
時計回りに隣の席に移動するような置換を，「巡回置換 (cyclic permutation)」

と呼ぶ．この巡回置換の演算子は，

Ĉ ≡
(

1 2 3 · · · k − 1 k

2 3 4 · · · k 1

)
≡ (1 2 3 · · · k) (2.2)



第 3 章

量子理想気体の統計力学

この章では，量子力学に従う相互作用のない多粒子系を考察し，基本的な熱
力学量を計算する．具体的に取り上げる系は，単原子分子の理想ボーズ粒子系
とフェルミ粒子系で，標準的な教科書に載っている内容である．ただし，ここ
では，特に次の二点に重点を置いて議論を進める．(i) 相互作用のない系の熱力

学量は，一粒子エネルギー状態密度を用いて普遍的に表現できる．(ii) 異なる

系における熱力学量の温度依存性は，無次元化を行うことにより統一的に理解
できる．(ii)の結果は図 3.1にまとめられている．既習の方は，適当に読み飛
ばして頂きたい．

3.1 ボーズ分布とフェルミ分布

前章の (2.46)にまとめられているように，相互作用のない同種多粒子系の全
エネルギー Eν と粒子数 Nν は，一粒子固有エネルギー εq とその占有数 nq を

用いて，それぞれ

Eν =
∑
q

nqεq, Nν =
∑
q

nq (3.1a)

と表すことができる．ただし，qは一粒子状態を指定する量子数である．また，
多粒子状態 ν は，各一粒子状態 (q1, q2, q3, · · · )を占める粒子数の組 {nq}q で完
全に指定され，具体的に |ν〉 = |nq1 , nq2 , nq3 , · · · 〉のようにケットベクトルで
表せる．さらに，各々の nq は，粒子のスピンの大きさ sが整数か半整数かに

より，

nq =

{
0, 1, 2, · · · ：ボーズ粒子 (σ = 1)

0, 1 ：フェルミ粒子 (σ = −1)
(3.1b)

と，取り得る値が異なる．ただし，σは互換演算子 (2.3)の固有値である．
ここでは，この量子系に 1.7節における統計力学の定式化を適用し，基本的な



第 4 章

密度行列と二粒子相関

この章では，まず，統計力学における重要な概念である「密度行列」と「縮
約された密度行列」を導入する．縮約された密度行列は，熱平衡系における多
粒子相関と密接な関わりがある．次に，相互作用のない系における多粒子相関
を一粒子相関を用いて表す「ブロッホ – ドミニシスの定理」，すなわち，以下の
(4.9)を証明する．この定理は，相互作用に関しての摂動展開でも使われる非常
に有用な定理で，絶対零度で「ウィックの定理」に移行する．最後に，ブロッホ
– ドミニシスの定理を用いて，理想ボーズ粒子系とフェルミ粒子系の二粒子相
関を具体的に計算する．結果は図 4.1にまとめられている．これにより，(i) 低
温の量子系では同種粒子間の置換対称性に基づく特異な相関が現れ，(ii) その

相関はボーズ粒子系とフェルミ粒子系で全く異なる様相を示す，ということが
明らかになる．

4.1 密度行列

平衡状態の密度行列演算子 ρ̂は，シュレーディンガー方程式 (2.31b)の固有

状態 |Φν〉とその実現確率 wν を用いて，

ρ̂ ≡
∑
ν

|Φν〉wν〈Φν | (4.1)

で定義される．確率 wν として標準的に用いられるのは，ミクロカノニカル分
布 (1.43a)，カノニカル分布 (1.47a)，グランドカノニカル分布 (1.53a) のいず

れかである．密度行列が求まると，任意の演算子 Ôの期待値 〈Ô〉が，

〈Ô〉 ≡ Tr ρ̂ Ô =
∑
ν

wν〈Φν |Ô|Φν〉 (4.2)

により計算できる．ここで Trは対角和である．
次に，縮約された密度行列 ρ(n) を，



第 5 章

ハートリー – フォック近似と
ランダウのフェルミ液体論

第 3章と第 4章では，量子力学に従う相互作用のない多粒子系を統計力学的
に考察し，熱力学量や二粒子相関を近似なしで正確に計算した．そして，同種
粒子間の置換対称性が，系の統計力学的性質に決定的な影響を及ぼすことを見
た．しかし，現実の系には粒子間の相互作用が存在する．そのため，統計力学的
計算を厳密に行うことは非常に難しくなり，何らかの近似に頼らざるを得なく
なる場合がほとんどである．ここでは，まず，量子力学において相互作用を取
り込む最も簡単な近似法である「ハートリー – フォック近似」を，温度の効果
も取り込んで統計力学的に導出する．この近似は，相互作用ポテンシャルが弱
く斥力的な場合に有効である．引力が働く場合のフェルミ粒子系については次
章以下で議論する．次に，ハートリー – フォック近似を低温の三次元一様フェ

ルミ粒子系に適用し，相互作用が系の性質にどのような特徴を付与するかを明
らかにする．この考察により，「ランダウのフェルミ液体論」[22] の基礎が微視

的に理解できることになる．

5.1 ハートリー – フォック近似の導出

凝縮のない正常相を考え，ハートリー – フォック近似を二つの異なる方法で

導出する．第一の方法は平衡統計力学の変分原理に基づき，第二はウィック分
解による簡便な方法である．そして，それらが同じ結果 (5.11)をもたらすこと

を確認する．

5.1.1 変分原理による導出

外界と熱および粒子のやり取りのある系の熱平衡状態はグランドカノニカル

分布 (1.53a)であり，汎関数 (1.52)を最小にするという条件により得られる．
つまり (1.52)は，統計力学における一つの変分原理を与えている．
まず，(1.52)を，(4.1)で導入された密度行列演算子 ρ̂を用いて書き換えよ



第 6 章

引力ポテンシャルと束縛状態

クーパーは，1955年，アメリカ合衆国東部の名門プリンストン大学で高エネ
ルギー物理学を研究するポスドクから，中部イリノイ大学で超伝導理論の構築
を目指すバーディーンのポスドクへと転身した．それ以前には「超伝導」の言
葉さえ聞いたこともなかったという．そして，一から勉強と研究を始めて暗中
模索する中で，フェルミ面上につけ加えられた二電子間に引力が働く問題へと
たどり着き，無限小の引力により束縛状態が形成されることを見い出した [1]．
超伝導理論構築の突破口となったこの「クーパー問題」は，実は，学部の知識
で理解できる二次元の井戸型ポテンシャル問題と実質的に等価である．この章
では，引力ポテンシャルが働く場合のシュレーディンガー方程式を解き，束縛
状態が形成される条件と状態密度の関係を明らかにする．まず，一粒子井戸型
ポテンシャル問題を扱い，三次元ではポテンシャルの深さが有限でないと束縛
状態ができないが，二次元では無限小の引力で束縛状態が形成されることを示
す．そして，この次元による束縛状態の異なる振る舞いが，状態密度の立ち上
がりの違いに起因することを見る．最後にクーパー問題を考察し，フェルミ面
の存在によりその直上の状態密度が有限になり，クーパー問題が二次元の一粒
子井戸型ポテンシャル問題と同等になることを示す．

6.1 シュレーディンガー方程式の引力ポテンシャル問題

量子力学によると，中心力ポテンシャル V(r)の下での粒子の運動は，一粒
子シュレーディンガー方程式[

p̂2

2m
+ V(r)

]
φ(r) = εφ(r) (6.1)

により記述できる．ここで p̂は運動量演算子，mは粒子の質量，φ(r)は軌道
運動の波動関数，εは固有エネルギーである．この節では，図 6.1のような井戸
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超伝導平均場理論の基礎方程式

前節のクーパーの考察により，相互作用のない電子系の基底状態である「フェ
ルミ球」が，電子間の引力により不安定になることが明らかになった．新たな
基底状態は何か？　そして，超伝導現象とどのように関連しているのか？　そ
れらの問題解決のための突破口を切り開いたのが，バーディーンの大学院生で
あったシュリーファーである．彼は，クーパーの考察に触発され，朝永振一郎
の中間子に関する変分理論 [31] を参考にして，引力の働く多電子系に対する基
底状態の変分波動関数を書き下した [1]．
超伝導は，ある意味で，電子系でのボーズ – アインシュタイン凝縮と見なせ

る．s = 1/2のフェルミ粒子系では，パウリの排他原理により一粒子状態への
凝縮は起こりえないが，同じ二粒子束縛状態に対凝縮することは原理的に可能
である．シュリーファーが書き下した変分波動関数は，この「クーパー対凝縮」
の数学的表現と見なせる．
ここでは，まず，シュリーファーが書き下した変分波動関数を非一様系に一

般化し，対凝縮と位相のコヒーレンスがあらわな「BCS波動関数」を構成する．
続いて，凝縮状態からの励起を記述する「ボゴリュボフ – バラティン演算子」

を導出する．最後に，それらに基づき，超伝導平均場理論の基礎方程式である
「ボゴリュボフ – ドジェンヌ方程式」を導く．その際に用いる手法は第 5章と

同じで，「ハートリー – フォック・ポテンシャル」に加えて，超伝導状態を特
徴づける「ペア・ポテンシャル」が，新たな自己無撞着場として方程式に加わ
ることになる．

7.1 対凝縮のBCS波動関数

まず，基底状態におけるクーパー対凝縮の波動関数を書き下そう．この節の
目標は (7.6)である．
理想気体のボーズ – アインシュタイン凝縮は，最低一粒子状態に，巨視的な



第 8 章

BCS理論

シュリーファーが変分波動関数を書き下した後は，バーディーンの超伝導に
関する深い知識が戦列に加わり，BCS理論が一気呵成に完成した [48]．理論と
実験の一致は見事であった．これは，古典的超伝導体ではクーパー対が非常に
弱い引力で形成されているため，平均場理論が大変よい記述となるからである．
ここでは，前章の定式化に基づき，基本的な熱力学量に関する BCS理論の主

な結果を詳述する．

8.1 自己無撞着方程式

BCS理論では，一様系における s波 (
 = 0)クーパー対の可能性が考察された．
(7.69a)とY00(k̂) = (4π)−1/2より，この場合のギャップ行列はΔ(k) = Δ00(k)

と等方的で，また (7.70)より，対称性 Δ00(k) = −ΔT
00(k) を持つことがわか

る．従って，Δ(k)を

Δ(k) =

[
0 Δk

−Δk 0

]
= iσyΔk (8.1)

と表すことができる．ただし σy は，(7.33)で定義されたパウリ行列の y成分で

ある．このように，s波超伝導は，↑スピンと ↓スピンの電子対が等方的な束縛
状態を形成することで発現する．さらに外部磁場がかかっていない状況では，自
己無撞着に決まるハートリー – フォック・ポテンシャルも，UHF(k) = σ0 UHF

k

と対角的かつ等方的になることが予想される．そこで，(7.60)を

KHF(k) = σ0 ξk,

ξk ≡
�
2k2

2m
+ UHF

k − μ (8.2)

と表し，(8.1)と共に (7.61)に代入すると，固有値問題
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超流動性・マイスナー効果・磁束量
子化

超伝導の最も顕著な性質は，減衰のない電流が金属中を流れうることであろ
う．しかし，電荷を持った粒子の流れは，アンペールの法則により磁場と結合
するため，現象がより複雑になる．ここでは，摩擦のない流れの本質を理解す
るため，まず，電荷を持たない粒子系を考え，「超流動性」の由来を明らかにし
よう．その考察は，9.2.2節で荷電系へと一般化され，ロンドン方程式が導か
れる．

9.1 スピン磁化率と超流動密度

超流動・超伝導状態が示す「減衰のない流れ」は，アボガドロ数程度の莫大
な数の粒子が，同一の量子状態を占有すること，すなわち，単一の波動関数で
記述される状態となることに由来する．これらの粒子が巨視的波動関数で記述
され，位相が揃ってコヒーレンスを獲得するのである．そして，そのことを直
接的に反映する物理量が超流動密度である．この超流動密度をスピン磁化率と
共に考察する．外部ポテンシャルはない (U = 0)ものとする．
対波動関数のスピン自由度を，φ(r1, r2) ≡

(
φ(r1α1, r2α2)

)
と 2× 2行列で

表そう．すると，束縛粒子対が重心運動量 �q で動いている状況は，(7.75)の

形の展開に重心運動をつけ加え，

φ(r1, r2) =
1

V

∑
k

φ(k) eik·(r1−r2)eiq·(r1+r2)/2

=
1

V

∑
k

φ(k) eik+·r1−ik−·r2 (9.1)

と表せる．ただし，k± は

k± ≡ k ± q

2
(9.2)

で定義されている．同様に φ†(r1, r2) ≡
(
φ∗(r2α2, r1α1)

)
は，
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時間変化する外場への応答

液体・固体などの凝縮相を実験的に研究するには，時間変化する弱い外場を
かけてその応答を観測する手法が非常に有用である．その外場としては，電磁
場・超音波などが用いられる．ここでは，まず，そのような測定結果を解析す
るための理論的枠組みである「線形応答理論」を構築する．次に，その手法を
s波超伝導体に適用し，超音波への応答と核スピンの緩和時間を理論的に計算
する．

10.1 線形応答理論

時刻 t = −∞でグランドカノニカル分布の熱平衡状態にある任意の系を考え，
そのハミルトニアンを Ĥで表す．この系に，t > −∞で微小な摂動 Ĥ′(t)を加え

て，その応答を観測する．結果を解析するための「線形応答理論」を，久保 [56]に

従って構成する．得られる公式は，時間領域の応答に関する (10.5)と (10.7)，周
波数領域の応答に関する (10.12b)，エネルギー散逸に関する (10.16)と (10.18)

である．

10.1.1 時間領域の応答

線形応答理論を構築するための出発点は，密度行列演算子 (4.1)である．そ
のブラとケットは，時間に依存したシュレーディンガー方程式

i�
d|Φν〉
dt

=
(
Ĥ+ Ĥ′)|Φν〉, −i�d〈Φν |

dt
= 〈Φν |

(
Ĥ+ Ĥ′) (10.1)

に従うものとする．熱平衡状態の密度行列演算子 (4.1)は，この基底の定義変更
によっても不変である．すなわち， |Φν〉の定義変更に伴う余分の因子 e−iEνt/�

は，〈Φν |の因子 eiEνt/� と相殺する．(10.1)を用いて，(4.1)を時間 tについて

微分する．その際，摂動（perturbation）がかかっていることを強調するため

に，密度行列演算子の表記を ρ̂ → ρ̂P(t)と変更する．このようにして，ρ̂P(t)
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トンネル現象・状態密度・ジョセフソ
ン効果

超伝導体と正常金属 (SN)の接合や超伝導体と超伝導体 (SS)の接合を流れる

電流の情報からは，準粒子状態密度や凝縮波動関数に関する貴重な情報が得ら
れる．ここでは，まず，前章で定式化した線形応答理論を用いて，SS接合を

流れるトンネル電流の一般的表式 (11.26)を導く．この表式は，一方のエネル
ギーギャップを 0とすることで，SN接合の場合にも適用できる．その SN接

合を流れる電流電圧特性を計算し，図 11.2に示すように，超伝導体の準粒子状
態密度に関する情報が得られることを示す．次に，SS接合の電流電圧特性を考
察し，その結果を図 11.4に示す．この場合には，ギャップの大きさが違う場合
に生じる新たな構造に加えて，電圧 0で流れる「直流ジョセフソン電流」が出

現し，その大きさは，二つの超伝導体のギャップ関数の位相差によって決まっ
てくることを見る．このように，二つの超伝導体を弱く結合させると，自発的
対称性の破れを特徴づける「凝縮波動関数の位相」が観測可能である．

11.1 トンネル電流の一般的表式

図 11.1のように，二つの超伝導体 Lと Rの間に薄い絶縁層を挟んだ系を考

える．絶縁層に電流が生じる状況では，二つの超伝導体の化学ポテンシャルは
一般に異なり，その差は，

μL − μR = eV (11.1)

図 11.1 薄い絶縁層によって隔てられた二つの超伝導体 Lと R．
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p波超流動

1972年，オシェロフ，リチャードソン，リーにより，極低温 (� 3mK)の液

体 3Heで超流動現象が発見された [71], [72]．3He原子は，陽子 2個・中性子 1個

の原子核と電子 2個からなる s = 1/2のフェルミ粒子で，第ゼロ近似として剛
体球とみなすことができる．そのため，二粒子が同じ位置を占める可能性のあ
る s波束縛状態は不可能である．しかし，(7.65)の展開における高次 (
 ≥ 1)

のチャンネルを用いれば，剛体芯斥力を避けながら束縛状態を形成できる可能
性がある．BCS 理論発表（1957 年）の直後から，多くの理論家により p 波，
d波等の可能性が議論されたが，実際に見つかったのは 
 = 1の p波であった．
表 3.1によると，液体 3Heで量子効果が効き始める温度 TQ ∼ εF/kBは数K

のオーダーであり，超流動はそれよりも 10−3も低い温度で発現することがわか

る．この系は，クーパー対が s = 1のスピンを持ち，スピン自由度 (α = ±1, 0)
と軌道自由度 (
z = ±1, 0)を合わせると，3× 3 = 9個の内部自由度がある非

常にユニークな超流動相となっている．実際，B相（BW状態）に加えて，高
圧の転移点近傍に A相（ABM状態）という別の相が実現し，また，境界条件
や外部摂動により多彩な物理を示すことが知られている．ここでは，この系に
対する理論 [23], [73] を簡単に紹介する．

12.1 有効対形成ポテンシャル

p波超流動では，第ゼロ近似として，「ギャップ関数の展開式 (7.69a)で 
 = 1

項のみが有限である」と見なすことができる．対応する球面調和関数 Y1m(k̂)

は，(7.66)より，

Y1,±1(k̂) = ∓
√

3

8π
(k̂x ± ik̂y), Y10(k̂) =

√
3

4π
k̂z (12.1)

と k̂ ≡ k/|k|の一次関数であることがわかる．その対形成ポテンシャルを微視
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準古典方程式と
ギンツブルグ – ランダウ方程式

超伝導状態の特筆すべき特徴の一つは，準巨視的スケールの非一様性を持つ
熱平衡状態が実現されることであり，その典型例としては，第二種超伝導体が
外部磁場下で示す磁束格子が挙げられる．ここでは，非一様な超伝導状態を簡
便に扱うために，7.3節で導いたボゴリュボフ – ドジェンヌ方程式の簡略化を

行う．まず，ボゴリュボフ – ドジェンヌ方程式を，松原グリーン関数に対する
「ゴルコフ方程式」に書き換える．次に，ゴルコフ方程式から変数を一つ消去し
て「アイレンバーガー方程式」を導く．この変数消去は，準粒子エネルギーの
離散的な分布を塗りつぶして連続分布で置き換えることに対応する．この事実
から，アイレンバーガー方程式は「準古典方程式」とも呼ばれている．最後に，
転移温度付近に注目し，アイレンバーガー方程式から「ギンツブルグ – ランダ

ウ方程式」を導く．主に物理現象に興味のある方は，この章を飛ばして次章に
進まれたい．

13.1 松原グリーン関数

1955年に松原武生によって統計力学に導入された「松原グリーン関数」は [84]，
今日，統計力学や物性物理学の理論的研究にとって必須の道具となっている．
この節では，フェルミ粒子系の松原グリーン関数を導入し，その基本的な性質
をまとめる．
まず，0 ≤ τ1 ≤ β ≡ 1/kBT で定義された変数 τ1 を用いて, 場の演算子の

“虚時間”ハイゼンベルグ表示を，

ψ̂1(ξ1, τ1) ≡ eτ1Ĥψ̂(ξ1)e−τ1Ĥ, ψ̂2(ξ1, τ1) ≡ eτ1Ĥψ̂†(ξ1)e−τ1Ĥ (13.1)

により導入する．τ1 → it1/�により実時間 t1 に移ると，通常のハイゼンベル
グ表示になる．(13.1)のように生成消滅演算子を下つき添字 j = 1, 2で区別す

ると便利である [85]．引数 (ξ1, τ1)についても，以下では数字で 1 ≡ (ξ1, τ1)と
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アブリコソフの磁束格子

超伝導体は，磁場を内部から完全に排斥する「第一種超伝導体」と，磁場が
超伝導体内部に侵入できる「第二種超伝導体」に分類できる．ギンツブルグ –

ランダウ方程式を解いて第二種超伝導体の詳細を明らかにしたのがアブリコソ

フである．1957年に発表されたアブリコソフ理論 [100]では，下部臨界磁場Hc1

と上部臨界磁場Hc2との間で，量子化された磁束が周期的に配列して格子を作
ることが予言され，それは後に実験で見事に確認された．ここではこの「磁束
格子」を議論する．

14.1 ギンツブルグ – ランダウ方程式

ギンツブルグとランダウは，零磁場における超伝導転移温度 Tc 近傍に着目

し，そこでの自由エネルギーを，超伝導秩序変数Ψ(r)とベクトルポテンシャ

ルA(r)の汎関数として現象論的に書き下した（1950年）[97]．その微視的導出
は後にゴルコフにより行われ [86]，同じ温度での零磁場の正常状態との自由エネ
ルギー差が，空間依存性を持つ s波のギャップ関数Δ(r)を用いて，

Fsn =

∫
d3r

[
a2|Δ|2 +

a4
2
|Δ|4 + b2Δ

∗
(∇
i
− 2e

�
A

)2
Δ+

(∇×A)2

2μ0

]
(14.1)

と表せることが示された（(13.67)参照）．ここで，μ0 は真空の透磁率であり，
また，係数 a2, a4, b2 の基本的特徴として，二次の係数 a2 は T − Tc に比例し
て T < Tc で負となり，a4 と b2 は正の定数とみなせ，b2 は不純物散乱の効果
で小さくなることが挙げられる．それらの微視的表式は (13.65)に与えられて

いる．
熱平衡状態は，極値条件である δFsn/δΔ

∗(r)=0と δFsn/δA(r)=0より決

まり，それぞれ
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表面と量子渦芯の電子状態

この章では，表面や量子渦近傍など，非一様な超伝導状態に関する話題を取
り上げる．まず，正常金属と超伝導体の接合面に，正常金属の方から入射する
電子を考察し，この電子が，「アンドレーエフ散乱」と呼ばれる特異な散乱を被
ることを明らかにする．この散乱により，界面におけるエネルギーの流れが，
低温において抑制されることになる．第二に，s波超伝導体の量子渦近傍にお
ける準粒子状態を考察し，「カロリ – ドジェンヌ – マトリコン (CdGM)モー

ド」と呼ばれる局在した励起モードが，バルクのギャップより低いエネルギー
領域に存在することを示す．この CdGMモードは，磁場中熱容量に温度 T に

比例する寄与を与え，量子渦の運動に伴って生じる有限の電気抵抗の原因とな
ることが知られている．最後に，準古典アイレンバーガー方程式を s波孤立量

子渦に対して数値的に解き，渦芯近傍の秩序変数，磁束密度，準粒子状態密度
の空間依存性を明らかにする．結果は図 15.3–15.5に与えられている．

15.1 アンドレーエフ散乱

図 15.1のようなNS接合面を考え，正常金属から超伝導体に入射する電子も

図 15.1 (a) 正常-超伝導 (NS) 接合をモデル化した図． (b) NS 接合面でのアンド
レーエフ散乱（一点鎖線）．



演習問題解答例

1.1 (a) 状態方程式より，(
∂P

∂T

)
V

=
nR

V − nb , T

(
∂P

∂T

)
V

− P = a
n2

V 2

が得られる．これらをそれぞれ (1.30a)と (1.30b)に代入すると，エントロピーと内部エネルギー
の微小変化が，

dS =
CV

T
dT +

nR

V − nbdV, dU = CV dT + a
n2

V 2
dV

と表せる．
(b) U は状態量であるから，マクスウェルの関係式

∂CV

∂V
=

∂

∂T

(
a
n2

V 2

)
= 0

が成立する．これは CV が体積に依存しないことを表す．dS からも同じ結論が得られる．
(c) (a)の表式を CV が定数であることを考慮して積分すると，エントロピーと内部エネルギーが，

S = CV lnT + nR ln(V − nb) + S0, U = CV T − a
n2

V
+ U0

と求まる．ただし，S0 と U0 は定数である．
(d) 準静的断熱過程ではエントロピーは変化しない．(c)で得たエントロピーの表式を用いてこの事実
を表現すると，「T (V − nb)nR/CV = 一定」となる．

(e) 断熱自由膨張では d′Q = d′W = 0が成立している．従って，熱力学第一法則より，この過程で
内部エネルギーは変化しない．その際の温度変化を求めるため，始状態から dU = 0の熱平衡状
態に沿って終状態に至る迂回路を考える．迂回路での微小変化では，(a)の結果より，

CV dT + a
n2

V 2
dV = 0 ←→ dT

dV
= − an2

CV V 2

が成立する．これより，求める温度変化が，

ΔT =

∫ V2

V1

dT

dV
dV =

an2

CV

(
1

V2
− 1

V1

)
< 0

と得られる．
1.2 確率 Pn

k は kPn
k = npPn−1

k−1 を満たす．これを用いると，期待値が，

〈k〉 = np
n∑

k=1

Pn−1
k−1 = np

n−1∑
k′=0

Pn−1
k′ = np

と計算できる．また，k2Pn
k = [k(k − 1) + k]Pn

k = n(n− 1)p2Pn−2
k−2 + npPn−1

k−1 より，〈k2〉が

〈k2〉 = n(n− 1)p2
n∑

k=2

Pn−2
k−2 + np

n∑
k=1

Pn−1
k−1 = n(n− 1)p2 + np

と求まる．以上より，σk ≡
√
〈k2〉 − 〈k〉2 =

√
np(1− p)が得られる．
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[70] A. Barone, G. Paternò, Physics and Applications of the Josephson Effect, John Wiley &

Sons, New York, 1982.

[71] D.D. Osheroff, R.C. Richardson, D.M. Lee, Phys. Rev. Lett. 28 (1972) 885.

[72] D.D. Osheroff, W.J. Gully, R.C. Richardson, D.M. Lee, Phys. Rev. Lett. 29 (1972) 920.

[73] A.J. Leggett, Rev. Mod. Phys. 47 (1975) 331.

[74] P.W. Anderson, P. Morel, Phys. Rev. 123 (1961) 1911.

[75] J.W. Serene, D. Rainer, Phys. Rep. 101 (1983) 221.

[76] J.C. Wheatley, Rev. Mod. Phys. 47 (1975) 415.

[77] D.S. Greywall, Phys. Rev. B 33 (1986) 7520.

[78] R. Balian, N.R. Werthamer, Phys. Rev. 131 (1963) 1553.

[79] P.W. Anderson, W.F. Brinkman, Phys. Rev. Lett. 30 (1973) 1108.

[80] T. Kita, J. Phys. Soc. Jpn. 67 (1998) 216.

[81] H, Ikegami, Y. Tsutsumi, K. Kohno, Science 341 (2013) 59; J. Phys. Soc. Jpn. 84 (2015)

044602.

[82] O. Shevtsov, J.A. Sauls, Phys. Rev. B 94 (2016) 064511.

[83] M. Sigrist, K. Ueda, Rev. Mod. Phys. 63 (1991) 239.

[84] T. Matsubara, Prog. Theor. Phys. 14 (1955) 351.

[85] T. Kita, J. Phys. Soc. Jpn. 80 (2011) 124704.

[86] L.P. Gor’kov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 36 (1959) 1918 [Sov. Phys. JETP 9 (1959) 1364]; Zh.

Eksp. Teor. Fiz. 37 (1959) 1407 [Sov. Phys. JETP 10 (1960) 998].

[87] Y. Nambu, Phys. Rev. 117 (1960) 648.

[88] E.P. Wigner, Phys. Rev. 40 (1932) 749.

[89] R.L. Stratonovich, Dok. Akad. Nauk USSR 1 (1956) 72 [Sov. Phys. Dolkady 1 (1956)

414].

[90] T. Kita, Phys. Rev. B 64 (2001) 054503.

[91] G. Eilenberger, Z. Phys. 214 (1968) 195.

243



[92] A.I. Larkin, Yu.N. Ovchinnikov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 55 (1968) 2262 [Sov. Phys. JETP

28 (1969) 1200].

[93] Y. Nagato, S. Higashitani, K. Yamada, K. Nagai, J. Low Temp. Phys. 103 (1996) 1.

[94] N.B. Kopnin, J. Low Temp. Phys. 97 (1994) 157.

[95] D.I. Khomskii, A. Freimuth, Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 1384.

[96] H. Ueki, M. Ouchci, T. Kita, J. Phys. Soc. Jpn. 87 (2018) 044704.

[97] V.L. Ginzburg, L.D. Landau, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 20 (1950) 1064.

[98] A.A. Abrikosov, L.P. Gor’kov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 36 (1959) 319 [Sov. Phys. JETP 9

(1959) 220].

[99] P.W. Anderson, J. Phys. Chem. Solids 11 (1959) 26.

[100] A.A. Abrikosov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 32 (1957) 1442 [Sov. Phys. JETP 5 (1957) 1174].

非常に明快な歴史的論文で，一読を勧めるが，幾つか誤りがある．第一に，(20)–(22)式で与

えられた四角格子は準安定状態で，平衡状態は β = 1.16を持つ三角格子である [104]．本文の
(14.48)も参照されたい．第二に．(36)式と (37)式の数値定数は，それぞれ，0.08 → 0.497

および 0.18→ 0.282と修正すべきことがわかっている [107]．
[101] E. Brown, Phys. Rev. 133 (1964) A1038.

[102] T. Kita, J. Phys. Soc. Jpn. 67 (1998) 2067.

[103] イ・エム・ゲリファント，エス・ヴェ・フォーミン，『変分法』，文一総合出版，1970．
[104] W.H. Kleiner, L.M. Roth, S.H. Autler, Phys. Rev. 133 (1964) A1226.

[105] H.M. Adachi, M. Ishikawa, T. Hirano, M. Ichioka, K. Machida, J. Phys. Soc. Jpn. 80

(2011) 113702.

[106] J.L. Harden and V. Arp, Cryogenics 3 (1963) 105.

[107] C.-R. Hu, Phys. Rev. B 6 (1972) 1756.

[108] G.E. Blonder, M. Tinkham, T.M. Klapwijk, Phys. Rev. B 25 (1982) 4515.

[109] C. Caroli, P.G. de Gennes, J. Matricon, Phys. Lett. 9 (1964) 307.
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