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はじめに

本書の内容は 2019年から 2021年まで東京大学の物理工学専攻で行った大学院講義「量子物理
学」や，立教大学と茨城大学で行った集中講義，そして雑誌「固体物理」への連載記事[1]を土台と
して，詳細やより近年の発展なども含めて大幅に拡充したものである．
筆者は高校生の頃，ボールの放物運動から天体のケプラー運動までを統一的に記述するニュート
ン力学の美しい理論体系に感銘を受け，物理学を志した．それ以来，物理学最大の魅力は普遍的な
少数の物理法則に基づいて多岐に渡る現象を説明し，そして予言できるという「物理法則の一般性」
にあると感じている．しかし学部 4 年生の頃に物性理論と素粒子理論とで分野選択を迷っていた
際，物性物理のコミュニティではどちらかというと統一的な理解というよりは具体的な物質，個々
の物理現象の詳細な理解の方に興味があるような印象を受けた．物質を構成する元素の種類は 100
を超え，その組み合わせ次第で無数の組成を考えることができる．さらに圧力や温度，電磁場など
外場のコントロールが可能であるため，興味深い新物質，新物理現象が毎年のように見つかってい
る．この豊かなバラエティを踏まえれば，個別の系に興味が出るのは当然とも言えるかもしれない．
そんな矢先，故・南部陽一郎先生がノーベル物理学賞を受賞され，連続的対称性が自発的に破れ

るとギャップレスの励起が現れるという「南部–ゴールドストーン定理」について学ぶ機会があっ
た．この定理は素粒子物理学から物性物理学まで幅広く用いられる現代物理学の礎となっているこ
とを知り，このように豊富な具体例を俯瞰させてくれる一般論を他にも作れないだろうかという野
心を抱いた．特に，「対称性」の観点から「量子多体系」の基底状態のトポロジカルな性質や低エネ
ルギー励起の性質を統一的に理解したい．さらに，この一般的理解に基づいて，逆に未知の現象の
予言や，新しい物質の提案ができるかもしれない．このようなモチベーションをもってこれまで取
り組んできた筆者自身の研究を交えながら，トポロジカル相の分類など近年の発展も含めて紹介す
るのが本書の目標である．
できるだけ専門の知識は必要とせず，摂動論や第 2量子化など，学部レベルの量子力学の知識が
あれば，どの計算も 1行ずつフォローできるように努めた．群論については最低限の知識を仮定し
たが，必要な定義はすべて本文中や脚注に記した．必要であれば適宜教科書 [2]を参照されたい．
本書で用いる記法についてまとめておく．

•換算プランク定数 �を 1とする．
•Aを B で定義するとき A := B と書く．
•整数全体の集合を Z，自然数（1以上の整数）の集合を N，実数全体の集合を R，複素数全体
の集合を Cとする．Zn (n ∈ N)は n次の巡回群，Zn := Z × Z × · · · × Z (n ∈ N)は Zの n

個の直積を表す．複素数 z ∈ Cの複素共役を z∗ ∈ Cとする．z + c.c.は z + z∗ を表す．



•実数 x, a, b ∈ R に対し，x ∈ (a, b) は a < x < b，x ∈ [a, b) は a ≤ x < b，x ∈ (a, b] は
a < x ≤ b，x ∈ [a, b]は a ≤ x ≤ bをそれぞれ意味する．集合 A,B の非交和 A � B は共通部
分 A ∩ B が空集合のときの和集合 A ∪ B を意味する．

•d次元ユークリッド空間（1章の脚注 1）を Ed と書く．Ed のベクトルを �x,�r,�t, �δ,�k, · · · のよ
うに上付き矢印で表す．その他の意味でのベクトルは s, u, · · · のように太文字で表記する．

•行列M の i行 j 列成分をMij と書く．M� はM の転置行列，M∗ はM の各成分の複素共
役をとった行列，M† はM の複素転置行列 (M�)∗ を表す．パウリ行列を σa (a = x, y, z)と
する．単位行列は次元を区別せず 1と書く．ただし 2次元単位行列は σ0 と書くことがある．

•線形演算子 Ô の随伴演算子を Ô† と書く．Ô + h.c. は Ô + Ô† を表す．交換関係は
[Ô, Ô′] := ÔÔ′ − Ô′Ô，反交換関係は {Ô, Ô′} := ÔÔ′ + Ô′Ô と定義する．

•多変数関数 f(x, y, · · · ) の変数 x による偏微分を ∂xf(x, y, · · · )，y による偏微分を
∂yf(x, y, · · · )と書く．特に引数が xのみで 1変数である場合でも区別せず ∂x を用いる．

•和は常にあらわに書き，添字が繰り返して現れたとしても縮約しない．
•f(x)が xに滑らかに依存するとは何回でも微分可能（C∞ 級）であることを意味する．
•内容が難しく初読の際は読み飛ばすべき章や節のタイトルには † を付けた．
•片仮名表記が一般的でない人名はアルファベット表記にし，複数の人名が連なる用語などでは
仮名漢字表記またはアルファベット表記の何れかに揃えた．

最後に，本書の原稿の草稿に有益なコメントをくれた小林弘和氏，江澤雅彦氏，平﨑雄太氏，渡
邊瀬名氏，筆者自身にもあやふやだった多くの点を解決するために相談にのってくださったり質問
に答えてくださったりした田崎晴明氏，藤陽平氏，小野清志郎氏，小林良平氏，安藤貴政氏，塩崎
謙氏，Xie Chen氏，Meng Cheng氏，そして古くからの共同研究者である Hoi Chun Po氏に謝
辞を述べたい．また，先述の大学院講義，集中講義中の質問が元になって理解が深まった点もいく
つもあり，本書を執筆しながら参加者の顔ぶれが思い出された．改めて感謝したい．なお本書の執
筆にあたっては日本学術振興会の科学研究費 (JP20H01825, JP21H01789) および科学技術振興機
構さきがけ (JPMJPR18LA) のサポートを受けた．

2022年 6月

渡辺 悠樹
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第 1 章
各種の模型とその対称性

本書では多数のスピンや粒子からなる量子多体系を扱う．以降の議論の準備
として，本章ではこれらの系の定義や仮定をまとめる．さらに系が対称性をも
つとはどういうことか，そしてその対称性がどのように表現されるのかについ
て議論する．本章の内容は基礎的ではあるものの，類書ではあまり触れられて
いないため筆者自身でまとめ直した部分も多い．既知の事項やわかりづらい事
項があった場合には，どんどん読み飛ばして次の章に進んでいただいて構わな
い．その場合には，以降の章で参照されて必要になったときに随時当該の節に
戻って目を通していただければ十分である．

1.1 模型の定義

本書で扱う模型はいずれも格子 (lattice)上に定義される．その格子点 �xの
集合を Λ とする．格子 Λ は d 次元ユークリッド空間 (Euclidean space) Ed

(d ∈ N)の部分集合とする∗1）．無限次元ヒルベルト空間の数学的な取り扱いを
避けるため，適当な境界条件を課すことにより，Λに含まれる格子点の数は有
限とする．
まずスピン系，フェルミオン系，およびボソン系についてそれぞれ定義を簡

単にまとめよう．

1.1.1 スピン系
スピン演算子 ŝa

�x (a = x, y, z)は交換関係 (commutation relation)

*1） 正規直交座標を用いて �x, �x′ ∈ Rd を �x = (x, y, · · · ), �x′ = (x′, y′, · · · ) など
と書くとき，任意の �x, �x′ ∈ Rd に対して |�x − �x′| :=

√
(�x− �x′) · (�x− �x′) =√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + · · · で定まる距離をユークリッド距離という．d 次元空間
Rd に距離をユークリッド距離で定めたものを d次元ユークリッド空間 Ed という．単に
格子模型を議論する場合には他の距離の定義でも問題ないが，後で空間群を議論するた
めに本書ではユークリッド距離を採用する．



第 2 章
模型の具体例

中学の理科の授業などで「物質の三相」について学んだ際，固体相，液体相，
気体相は互いに異なる相であると教わったのではないだろうか．しかしこの常
識は大学の学部になると覆されてしまう．すなわち，対称性の自発的破れの観
点からは，空間並進対称性は分子の位置が固定される固体相においてのみ破れ
ており，分子が乱雑に動き回る液体相と気体相では破れていない．実際，温度
と圧力とうまくコントロールすることによって，液体相と気体相は相転移を経
ずに滑らかに行き来できるため，液体相と気体相は実は本質的には同じ相だっ
たということになる．
近年，この対称性の自発的破れの機構以外に，物質のもつトポロジカルな性

質に基づいても「相」が区別されることが明らかになり，それまで認識されて
いたものよりももっと多くの相があることがわかった．そこで物性物理学分野
では，様々な設定のもとで可能なトポロジカル相をすべて列挙し，それらを滑
らかな変形で互いに繋がるかによって分類しようという研究が世界中で大きな
盛り上がりをみせた．この潮流のきっかけとなったのは，1つ 1つの非自明な
具体例の発見であり，この個別の具体例の研究を経て，では他にどのような可
能性があるのか，それらの例をどのように分類すればいいのかという研究が生
まれたと考えられる．
この背景を踏まえ，この章ではトポロジカル相の簡単で教育的な具体例を紹

介したい．そしてこれらの例を通して，量子多体系の基底状態の縮退や低エネ
ルギー励起の性質にどのようなパターンがあるのかを概観しよう．空間 1,2次
元の非自明な模型のみに限ったが，少し分量が多くなってしまったため，いく
つかの具体例に目を通して雰囲気を掴んだら次の章に進んでも構わない．

2.1 スピン模型の例

まずスピン模型の具体例をみていく．量子スピン系に関しては既に優



第 3 章
絶対零度の量子相の分類

2章ではスピン系やフェルミオン系の具体例を通して，基底状態の縮退や励
起ギャップの有無に関して様々なバラエティがあることや，開放境界条件のも
とで系の基本的な自由度とは異なる状態が端に現れることがあることをみた．
1章にまとめた「局所相互作用する格子模型」という限られた設定でも，これ
ほどまでに豊かなバラエティがあることは実に驚くべきことである．この章で
はこれらの例を系統的に分類する方法について議論する．

3.1 対称性の自発的破れに基づく分類

系の自由エネルギーを対称性に基づいて秩序変数の場で展開し，相関関数
や応答関数の相転移点近傍の振る舞いを調べる理論はランダウ理論 (Landau
theory)と総称され，相転移・臨界現象を取り扱う上で中心的な役割を担って
きた．
すでに 2.1.4節の横磁場イジング模型や 2.1.3節のMG模型で例をみたよう

に，系が対称性をもっていたとしても状態が同じ対称性をもつとは限らない．対
称性Gをもつ系を考えたとき，基底状態がその部分群H < G（1章の脚注 16）の
みの対称性をもつとき，GのうちH に含まれない元G\H := {g ∈ G | g /∈ H}
は自発的に破れたという．この対称性の破れのパターン G → H にしたがって
相を分類することができる（図 3.1）．特に基底状態は少なくとも |G/H|だけ
縮退する．
ハミルトニアン Ĥ と対称性の演算子 ĝ は可換であるため，有限系の基底状

態 |Φ0〉は，常に Ĥ と ĝ の同時固有状態に選ぶことができる．例えば 2.1.4節
の横磁場イジング模型では，J > 2|hz| > 0のとき (2.17)式のような重ね合わ
せ状態が基底状態となるのだった．そのため，対称性の自発的破れを正確に定
義するには対称性を破る外場を導入するか，または相関関数の長距離での振る
舞いを調べる必要がある．ここでは前者の方法で取り扱う．あるエルミート演



第 4 章
空間 1次元の
Lieb–Schultz–Mattis定理と分極

これまでみてきた例からもわかるように，スピンやフェルミオンの自由度が
定義される格子点の配置や，相互作用の詳細，そして系に仮定する対称性の組
み合わせには非常に多くの可能性がある．この無数にある模型を 1つずつ別個
に取り扱い，性質を詳細に調べていくのは効率が悪いだけでなく見通しが悪い．
逆に，模型の格子の構造や対称性，あるいは系に含まれる粒子数といった「模型
を書き下した段階で明白な情報」に基づいて模型自体をシステマティックに分
類し，その系の基底状態の縮退や励起ギャップの有無といった「系の低エネル
ギーの性質」に一般的，非摂動的な制限をかけることができれば，統一的な理
解を得るための助けになるだろう．本書の中心テーマである Lieb–Schultz–
Mattis定理（以下 LSM定理と略す）はそのような定理の 1つである．

4.1 Lieb–Schultz–Mattis定理の概要
LSM定理は，基底状態が唯一で励起ギャップをもつための条件を与える一

連の定理である．逆にこの条件が満たされていない場合，基底状態が縮退する
か，もしくはギャップレスの励起が存在しなければならない．相互作用の形や
強さといった模型の詳細によらずこのような定理が一般的に成立することは実
に驚くべきことである．縮退の起源は自発的対称性の破れ（3.1節）であるこ
とが多いが，トポロジカル縮退（3.2.2節）の場合の方が理論的にはより興味深
い．同様に，ギャップレス励起の起源は自発的対称性の破れに伴う南部–ゴー
ルドストーンモード（3.1節）やフェルミ面近傍の粒子正孔対励起（図 2.3(c)）
であることが多いが，ギャップレススピン液体のスピノン励起などよりエギゾ
ティックな可能性も残される．LSM定理の条件が満たされていない場合，な
んらかの縮退やギャップレス励起の存在が保証されるため，LSM定理はこれ
らの非自明な相を実現するための指針として使うことができる．
もともと LSM 定理は空間 1 次元の系に関するものであった．まず Lieb，



第 5 章
磁束の挿入に関する話題

高次元の LSM定理の議論の準備として，本章ではひねり演算子とゲージ場
の関係について整理する．これに基づいて粒子数保存則に対応するカレント演
算子を定義し，4章の多くの議論の となっていたひねり演算子とカレント演
算子の関係である (4.17)式を証明する．またこれらの準備をもとに，量子輸送
の整数量子化の例であるサウレスポンプ（5.3.1節）や多体系の分極のベリー
位相公式（5.3.2節），ホール伝導率とチャーン数の関係（5.3.3節）などの話題
にも触れる．

5.1 磁束の挿入とひねり演算子

この節では，図 5.1(a)に示したように，周期境界条件のもとで x軸がなす
輪に磁束 (flux)φ を通したハミルトニアン Ĥ(φ) を構成する手続きを紹介す
る∗1）．系のハミルトニアン Ĥ としては引き続き (1.12)式のものを考える．粒
子数演算子 N̂ が保存するという U(1)対称性は仮定するが，並進対称性は仮定
しなくともよい．

5.1.1 系の分割
ハミルトニアンは U(1)対称性をもつため，eiφN̂ を作用させてもまったく変

化しない．そこで [0, L)を

Γ :=
[
0,

1
2L

)
, (5.1)

Γ̄ :=
[

1
2L, L

)
(5.2)

*1） もともとの Ĥ が既に磁束 φ0 を含んでいた場合には，そこへ φを追加すると考える．
また，磁場は系がなす輪の空洞部分にのみかかっており，系に直接物理的な磁場がかか
るのではない．



第 6 章
U(1)対称性をもつ高次元系の
Lieb–Schultz–Mattis定理

4章では空間 1次元の LSM定理を紹介した．もともとは具体的なスピン模
型に関する定理であったが，U(1)対称性と並進対称性をもつ模型へと一般化
されており，最終的に，単位胞あたりの平均粒子数 ν が整数であることが非縮
退で励起ギャップをもつ基底状態の必要条件になるのであった．この LSM定
理は 2000年以降になって空間 2次元以上の高次元へと一般化された．本章で
はこの高次元版の LSM定理や関連する話題を紹介する．
押川[120]はスピン系，粒子系を問わず，1次元の場合と同様に単位胞あたりの

平均粒子数が整数であるかどうかが問題であることを示した．しかしこの議論
は「励起ギャップをもつ系に磁束 φを入れてもギャップは閉じないだろう」と
いう物理的な仮定に基づいていた．Hastings[118]や，それを数学的に厳密に
した Nachtergaele–Sims[121] では，この点が改良されているものの，スピン
系に限定した議論となっており，さらにハミルトニアンの離散的対称性に関す
る追加の仮定を用いている∗1）．
最近，Bachmann, Bols, De Roeck, Fraasらによって多体指標（many-body

index）に基づいた新たな証明が公開された[123]．この証明には特に追加の仮定
もなく，証明のステップも比較的簡単なので，概略を付録 Cにまとめた．

*1） Hasting[118] の脚注 19 や Nachtergaele–Sims[121] の Condition LSM6 をみよ．こ
の条件は磁束 φを通した基底状態のエネルギー E0(φ)が φにまったく依存しないこと
や，φ = 0の基底状態におけるカレントの期待値が厳密に 0であることを保証している．
前章でみたように，系にギャップが開いているときには基底状態エネルギーの φの依存
性やカレント期待値は指数関数的に小さいことが示せるが，φを入れたときにギャップ
が閉じないことは仮定しない場合，この仮定がどれだけ本質的なのかは自明ではない．
関連する文献[122]ではこの仮定に一切触れられていない．



第 7 章
空間群の対称性

これまで LSM定理の議論では空間的な対称性として並進対称性しか考えて
こなかった．しかし実際の結晶や興味がある模型は並進対称性の以上の対称性
をもつことも多く，これらの対称性を利用しないのは単に勿体無いだけの可能
性がある．今後の章で，空間的な対称性もきちんと考慮したときに基底状態の
トポロジカルな性質や低エネルギー励起に対してどういう制限をかけることが
できるのかについて考察する．このための準備として，そもそも空間群の対称
性とはなにか，そしてその対称性をもつ模型はどのように構成されるのかにつ
いて，一度きちんと整理しよう．
なお，日本語で書かれた空間群の教科書には [2], [126]などがあり，英語の教
科書としては [127]が詳しい．

7.1 空間群の基礎

まず空間群について基本的な事項をまとめる．3 次元の系だけでなく（擬）
1,2次元系の低次元系にも興味があるため，本章では空間次元 dが 1,2,3のい
ずれかであるとして話を進める．

7.1.1 空間群の種類と元の表示
結晶の対称操作には，これまで議論してきた離散的な並進操作の他にも，反

転，回転，鏡映や，これらと並進を組み合わせたものが考えられる．一般に，
ユークリッド空間（1章の脚注 1）の任意の 2点の距離を変えない変換を総称
して合同変換という．d次元ユークリッド空間 Ed の合同変換全体からなる群
の部分群（1章の脚注 16）のうち，離散的な並進操作のみを含むものを空間群
という．空間群 G の元 g は �x ∈ Ed を

g(�x) := pg�x + �tg ∈ Ed (7.1)



第 8 章
U(1)対称性をもつ系の LSM定理の
精密化

この章では，系が並進対称性に加えて時間反転対称性や空間群の対称性をも
つときに，基底状態が唯一で励起ギャップをもつための条件がどのように強め
られるのかを議論する．元々の LSM定理によれば，単位胞あたりの平均粒子
数が整数であることが必要であったが，追加の対称性がある場合には整数であ
るだけでは不十分で，ある倍数の整数になることが必要となる．

8.1 時間反転不変な半整数スピンフェルミオンの系に対す
る定理の改良

8.1.1 設定と主張
d 次元空間の S = 1

2 のスピン自由度をもつフェルミオンの系を考える．各
方向への空間並進対称性を仮定する．まず粒子数 N̂ =

∑
�x∈Λ n̂�x とスピンの z

成分 Ŝz =
∑

�x∈Λ ŝz
�x がともに保存すると仮定する．すると，スピンの z 成分

が ± 1
2 である粒子数 N̂± =

∑
�x∈Λ n̂±

�x がそれぞれ保存することになる．この
各々に対して LSM定理を適用することにより，基底状態が唯一で励起ギャッ
プをもつためには，スピン成分ごとのフィリング

ν+ := N+
0

V
, ν− := N−

0
V

(8.1)

がともに整数である必要があることがわかる．
さらに時間反転対称性 T̂（1.6.4 節）を仮定しよう．粒子数 N̂ は時間

反転不変 (T̂ N̂ T̂ −1 = N̂) だが，スピンの z 成分は時間反転で反転する
(T̂ ŜzT̂ −1 = −Ŝz)．すると T̂ N̂±T̂ −1 = N̂∓ が従い，時間反転対称性が破れ
ない限り N−

0 = N+
0 である．この場合，基底状態が唯一で励起ギャップをも

つための条件は，合計のフィリング

ν = ν+ + ν− = 2ν+ (8.2)



第 9 章
離散対称性をもつスピン系に対する
LSM定理

これまでの章では U(1) 対称性をもつ系に対して，基底状態が唯一で励起
ギャップをもつためのフィリングに関する条件を議論してきた．この章では粒
子系のことは一旦忘れて，スピン系に対する条件を考察する．この場合は射影
表現が となることや，1つ高い次元のトポロジカル相との対応関係が明らか
になる．

9.1 射影表現の配置の格子ホモトピーに基づく分類

大域的な内部対称性 Gint をもつ空間 d次元のスピン系を考えよう．この章
では空間群の操作は単に格子点の入れ替えをするだけで，スピンは一切変換し
ないとする．この系の射影表現の空間的な配置は，スピンが置かれている位置
�x ∈ Λとその点のスピンの大きさ S�x の組によって特徴付けられる．
空間 1 次元で H2[Gint, U(1)] = Z2 の場合を考えよう．例えば，(1.76) 式

の Ra,2 (a = x, y, z) は，それぞれの軸周りにスピンを π だけ回転する操作
であった．1.5.1.1節や 1.6.3.2節で議論したように，これらの要素からなる群
Z2 ×Z2 の射影表現の分類はH2[Gint, U(1)] = Z2 で与えられ，この自明な元，
非自明な元はそれぞれ整数スピン，半整数スピンに対応するのだった．1.6.4
節では時間反転対称性 ZT

2 の射影表現も同様に決まることをみた．
いま �x ∈ Λ に大きさ S = S�x のスピンが置かれているという配置から出発

し，仮定するすべての対称性を保ちながら，各スピンの位置を連続的に動か
すことを考えよう．ただし複数のスピンが 1点に集まった際には，図 9.1 (a),
(b), (c)に示したルールに従って 1つのスピンへとまとめる．すなわち，1点
に集まる半整数スピンの数が奇数個のときには半整数スピン，偶数個のときに
は整数スピンとする．また，このルールを逆に使って 1つのスピンを複数のス
ピンへと分裂させてもよい．これらの取り決めに基づいたスピン配置の変形を
格子ホモトピー (lattice homotopy)の変形と呼ぶ[137]．整数スピンには S = 0



第 10 章
トポロジーの対称性指標

「はじめに」で述べたように，物質を構成する元素の種類やその組み合わせ
の数は膨大にある．3章でトポロジカル相の分類について解説したが，このよ
うな無数にある物質の中から興味があるトポロジーをもつ具体的な物質例を探
すことは容易ではなく，なんらかの指針が必要となる．さらに，具体的な系の
基底状態のトポロジーを調べるためには一般に系の基底状態に関する詳細な情
報が必要となる．例えばバンド絶縁体の場合にベリー位相を計算するために
は，すべての波数点，もしくは細かく離散化した波数点に対してブロッホ関数
を計算しベリー接続の積分を評価する必要がある．このような困難を避け，基
底状態に関する情報のうちごく限られたものを使ってそのトポロジーが簡便に
判定できると便利であろう．そこで本章では，基底状態のもつ対称性の表現に
基づいてそのトポロジーを調べる「対称性指標の方法」について解説する．
まず 10.1節で基本的な例を通してアイディアを説明し，バンド絶縁体だけ
でなく相互作用系に対しても応用例があることをみる．その後 10.2節でバン
ド絶縁体に対する一般論を展開したのち，10.3節で重要な例を紹介する．最後
に 10.4節で超伝導の問題への拡張を議論する．

10.1 対称性指標の方法のアイディアと具体例

10.1.1 スピンの向きと巻き付き数の関係
図 10.1のように xy面内の単位円上にスピンが並んでいるとしよう．スピン

の向きが揃う方がエネルギーが低くなるように，隣接するスピンの間には強磁
性相互作用が働いており，隣合うスピンはほぼ同じ向きを向いている．また，
スピンの向きは xy 面内に拘束されており，z 軸方向の成分をもたないと仮定
する．このような状況を実現するには例えば (2.2) 式の XXZ 模型で J < 0,
Δz = 0 とすればよい．位置 �x = (cos θ, sin θ) のスピンの期待値 〈Φ0|s�x|Φ0〉
の方向を単位ベクトル n(θ) = (cos Φ(θ), sin Φ(θ), 0) で表すと，n(θ) が θ の



第 11 章
多極子と表面電荷

この章では，境界をもつ絶縁体を考えたときにその境界付近に現れる電荷の
分布について考察する．3.5節では非自明なトポロジーをもつ相のバルク境界
対応を議論したが，実は直積状態と断熱的につながる自明な絶縁体も結晶の表
面や角に分数電荷をもつことがある．しかもこの分数電荷は点群の対称性のも
とで量子化されており，さらにバルクのトポロジカル不変量から予言すること
が可能という意味で自明な絶縁体のバルク境界対応と言える．分数電荷の興味
深い例として，NaCl の立方体型結晶の角に現れる ± 1

8 e の電荷について紹介
する．

11.1 絶縁体バルクの電荷分布と粗視化

絶縁体の電荷分布は，一般に系を構成する正負の電荷をもった粒子（絶縁体
なら電子と局在イオン）からの寄与からなるが，すべての寄与を足し合わせた
全電荷分布を ρ(�x)とする．絶縁体というとバンド絶縁体を指すことが多いが，
本章ではより一般に U(1)対称性と並進対称性をもつ系の基底状態が唯一で励
起ギャップをもつとき絶縁体と表現する．
並進対称性の仮定により ρ(�x + �m) = ρ(�x)が成り立つため，ρ(�x)は

ρ(�x) =
∑

�m∈ΛUC

ρ0(�x − �m) (11.1)

のように繰り返し単位 ρ0(�x)を周期的に並べたものして表すことができる（図
11.1(a), (b)）．絶縁体の電荷中性条件から∫

Ed

ddx ρ0(�x) = 0 (11.2)

である．ρ0(�x)には任意性があり一意には定まらないが，�x = 0付近に指数的
に局在するという仮定さえ満たせば任意に選んでよい．バンド絶縁体の電子の



付録 A
フロベニウス–シューアの指標

群 Gの既約表現を既知とする．群 Gに反ユニタリ演算子で表現される元 a0

を追加した群 G � A (A := a0G)を考える．この付録 Aでは群 Gの既約表現
をもとにして G � Aの既約表現を構成する方法について議論する．

A.1 設定

いま {|i〉}dα

i=1 (dα := dim(uα))は乗数系を ω とする Gの既約表現 uα の基
底とする．

ĝ|i〉 =
dα∑

i′=1

|i′〉[uα(g)]i′i (A.1)

すると â0|i〉 は (â0ĝ(â0)−1)â0|i〉 =
∑dα

i′=1 â0|i′〉[uα(g)∗]i′i を満たす∗1）．
g′ := a0ga−1

0 と定義すると

â0ĝ = ω(a0, g)â0g = ω(a0, a−1
0 g′a0)ĝ′a0 = ω(a0, a−1

0 g′a0)
ω(g′, a0) ĝ′â0 (A.3)

であるため，g′ を改めて g と書くことにより

ĝâ0|i〉 =
dα∑

i′=1

â0|i′〉[ūα(g)]i′i, (A.4)

ūα(g) := ω(g, a0)
ω(a0, a−1

0 ga0)
uα(a−1

0 ga0)∗ (A.5)

を得る．つまり {â0|i〉}dα

i=1 は表現 ūα(g)の基底である．
いま仮に，uα と ūα は同値な表現であり，すべての g ∈ Gに対して

*1） 一般に

â−1
0 = ω(a−1

0 , a0)(â0)−1 = ω(a0, a−1
0 )∗(â0)−1 (A.2)

であるため，â−1
0 と (â0)−1 は明確に区別しなければならない．



付録 B
格子模型における
南部–ゴールドストーン定理

B.1 定理の主張

付録 Bでは格子模型に対する南部–ゴールドストーン定理を文献 [176], [177]
に基づいて証明する．ハミルトニアン Ĥ が Q̂ :=

∑
�x∈Λ q̂�x で生成される連続

対称性 eiθQ̂ をもつ，つまり [Ĥ, Q̂] = 0と仮定する．
この対称性の自発的破れを定式化するために，エルミート演算子 Ô :=∑
�x∈Λ ô�x を 1つ選び δÔ := [iQ̂, Ô] 	= 0とする∗1）．これを用いて (3.3)式のよ

うに外場をかけたハミルトニアンを考える．Ĥ(h)の基底状態 |Φ0(h)〉は，格
子の並進対称性 T̂�m の固有状態で T̂�m|Φ0(h)〉 = |Φ0(h)〉を満たすと仮定する．
連続対称性対称性 eiθQ̂ の自発的破れは

o(h) := 〈Φ0(h)|δÔ|Φ0(h)〉
V

= 〈Φ0(h)|[iQ̂, Ô]|Φ0(h)〉
V

, (B.1)

o := lim
h→+0

lim
V →∞

o(h) 	= 0 (B.2)

を満たすような Ôが存在することと定義される．oは系の秩序を測る秩序パラ
メータである．なお q̂�x と ô�x のどちらも �x ∈ Λから距離 Rの格子点にしか作
用しない局所演算子で，並進操作のもとで T̂�mq̂�xT̂ †

�m = q̂�x+�m, T̂�mô�xT̂ †
�m = ô�x+�m

と変換する．
以上の仮定のもとで，並進対称性 T̂�m の固有値 e−i�k·�m のセクター内の励起

エネルギー ω�k は

lim
V →∞

ω�k ≤
√

γ̃

o

√√√√ d∑
i,j=1

αijkikj + βh + O(|�k|3, h|�k|2, h2) (B.3)

と，線形分散に外場によるギャップ
√

hが加わったものによって上から評価す
ることができる．この評価に現れる係数は

*1） これは (3.2)式で ĝ = eiθQ̂ とし，θ → 0としたものに対応する．



付録 C
Bachmann–Bols–De Roeck–
Fraasの多体指標に基づく LSM
定理の証明

6.2 節の押川の議論は直感的でわかりやすかったが，Ĥ が励起ギャップを
もっていた場合に Ĥ(φ)も励起ギャップをもつことを仮定していた．この付録
Cでは文献 [123]に基づいて，このような仮定のない高次元 LSM定理の証明
を紹介したい．なおこの文献では，以下の議論の並進対称性を他の様々なユニ
タリ変換と取り替えることで，LSM定理だけでなく 5.3.1節のサウレスポンプ
や 5.3.3節のホール伝導率なども厳密に議論されている．

C.1 局所的な粒子数揺らぎ

この証明では 5.1.1節で導入した部分領域 Γや Λn (n = 1, 2, 3, 4) への分割
を用いる．ただし L は L1 と読み替えなければならない．基底状態 |Φ0〉 は，
一般に部分領域 Γの粒子数演算子 N̂Γ の固有状態ではない．しかし Ĥ の基底
状態が唯一で励起ギャップもつとき，実は N̂Γ に Γの境界の寄与を加えた演算
子の固有状態となる．これが Bachmannらによる証明[123]の となる．
文献 [178]に基づいて具体的にこの N̂Γ の補正項を構成しよう．ハミルトニ

アン Ĥ の固有状態を |Φn〉 (n = 0, 1, 2, · · · ) とし，そのエネルギー固有値を
En と書こう．n = 0が基底状態に対応し，n ≥ 1のとき |En − E0| ≥ Δを満
たすとする．
関数 F (t)に対するフーリエ変換をおよび逆変換を

F̃ (ω) :=
∫ ∞

−∞
dt F (t)e−iωt, F (t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
F̃ (ω)eiωt (C.1)

と定義する．|ω| ≥ Δのとき

F̃Δ(ω) = − i

ω
(C.2)

かつ
∫ ∞

−∞ dt|FΔ(t)| < ∞となる関数 FΔ(t)を 1つとり∗1），演算子 Ôに対して

*1） このような関数の例は文献 [179]に与えられている



おわりに

本書を通して，物性の多岐にわたる系をできる限り統一的に理解するための様々な試みや結果に
ついて紹介してきた．自分自身が勉強した際に「こうやってまとめてあったら良かったのに」と感
じていたことを思うがままに書いてしまったため，少々難しくなり過ぎてしまった嫌いがあるが，
逆にユニークな一冊になったのではないかと期待している．
物性分野の最前線の研究の進展はとても早く，非エルミート系やフロッケ理論で取り扱われる周

期駆動系に代表される非平衡系の話題，多体系の局在や時間結晶にまつわる話題，非相反応答や高
次応答の話題，ひねり積層系，高次対称性など，ここ数年に絞ってもどんどん新しい系，新しい話題
が盛り上がっている．これらに関してはまったく触れることができなかったが，平衡系の低エネル
ギー状態に関する本書の考察はこれらの新しい系を理解する上でもきっと助けになるはずである．

11章では，「塩」という身近な物質の結晶の角に 1
8 eに量子化された分数電荷が現れるという筆

者自身にとっても驚きの結果を紹介した．これは結晶の角に生じる電荷をバルクの電荷分布に基づ
いて予言する (11.19)式の公式があって初めて思いつくことができたという意味で，「はじめに」で
述べた一般論に基づく新物性の予言の 1つの成功例であると考えている．分野や研究トピックに違
いはあれど，本書が読者の今後の学習や研究の一助になれば幸いである．
なお，誤植や不正確と思われる記述，その他の質問は筆者 hwatanabe@g.ecc.u-tokyo.ac.jp まで
電子メールでご連絡いただきたい．訂正箇所は筆者の研究室のウェブサイト

https://sites.google.com/view/watanabegroup/
に随時アップしていく予定である．
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